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INTRODUCCION

Con los resultados de esta investigacion se
busca realizar un aporte teérico en el campo
de la educacion matematica, en particular a
los profesores de precalculo, a través de una
clasificacion y descripcidon de indagaciones;
en la cual se reconozcan -caracteristicas
especificas de las funciones logaritmicas. Se
realiza un proceso de revision y caracterizacion
a partir de la nocién de conocimiento didactico
del contenido, con marco de referencia en
el desarrollo histérico y epistemoldgico del

concepto, desde la delineacion presentada por
Vargas (2017).

El camino se sigui6 con la intencion de
impactar a la formacion de profesores, con
los analisis concernientes a reportes de
investigacion, al establecer una alternativa a
inquietudes concernientes a identificar ¢ Desde
el conocimiento del desarrollo histérico
de los conceptos logaritmo y funcién
logaritmica, qué aportes se pueden plantear
para su conceptualizacién por parte de los
profesores de matematicas en formacion y
en ejercicio?
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ANTECEDENTES

Se focaliza la busqueda en un acercamiento
a investigaciones que hacen
la evolucion de la nocion de Conocimiento
Didactico del Contenido (CDC) y al interior de
esta nocién toman importancia las revisiones
que han indagado sobre dos aspectos:

referencia a

Conocimiento de los profesores de

Para abordar el estado de la investigacion,
concerniente a lo enunciado en los parrafos
anteriores, recurrimos a una investigacion de
estudios de caso de profesores universitarios de
precalculo de Vargas (2017) y a la discusion que
presenta Pinto (2010) en la cual se encuentra
una revision de los trabajos de Shulman (1986)
y como ha evolucionado la nocién CDC, desde
que lo planteara Lee Shulman hasta el 2010.

matematicas -
disciplina académica; las matematicas.

Conocimiento de los profesores sobre la

conocimiento referido a la
En lo

relativo al

desarrollo  historico

epistemolégico se hace uso de la sintesis

ensefianza de las matematicas.

organizada a partir de Vargas (2013). Asi:

ETAPAS

CARACTERISTICAS DE LA EVOLUCION

CRONOLOGIA

Antecedentes:
las relaciones
entre las
progresiones
aritméticas y

El germen del concepto de logaritmo en el trabajo relativo a los
numeros gigantescos.

Se establece que los términos de la progresion geométrica:

1,12 % r, r°, .. .se corresponden con los términos de la progresion

Arquimedes (aprox. 287-
212 a.C.) en su obra
Arenario o Psammites.

Stifel
Arithmética Integra (1544).

(1487-1567) en la

geometricas. aritmética formada por los exponentes 0, 1, 2, 3, 4, 5, . ..
Nicolas Chuquet (1445-
Uso de diversos tipos de identidades trigonométricas por toda 1488) en Le Triparty en
Europa para simplificar los calculos astrondmicos; las Reglas de | |3 science des nombres
Prosthaphaeresis, permitian convertir el producto de funciones (1484).
circulares en una suma o diferencia.
Siglo XVI.
Los inicios Se nomina el nuevo concepto. Utiliza por primera vez la palabra | Napier (1550-1617) llamé
del concepto: logaritmo. a sus indices de potencias
una base 0 exponentes numeros

aritmética con
un fundamento
geométrico.

Se inicia el desprendimiento de la mirada sobre progresiones
discretas; se elabora un modelo que involucra variabilidad,
covariacién y una busqueda de continuidad, generando una
definicion geométrica y la elaboracion de tablas de calculo.

La nocion de base no existio en los sistemas de logaritmos, de
Napier y Biirgi, y la igualdad /log 1 = 0 era inadmisible en el mismo.

Diferencias de los dos acercamientos al concepto de logaritmo:

. Napier eligio al principio log 107 = 0 y construye la progresion
geométrica de razén 1 — 107; un nimero proximo a 1.

. Birgi parte de log 70° = 0 y tomd como razén, para su
progresion geométrica, el nUmero r = .

. Asi, la relacién log m < log n si m > n, es cierta en el sistema
de Napier, mientras en el de Biirgi se verifica log m > log n
sim>n.

artificiales, y mas tarde
se decidié por la palabra
compuesta de las dos
palabras griegas logos
(o razoén) y arithmos (o
numero). Napier (1614) su
obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio.

Jobst Burgi (1552-1632)
en Arithmetishe und
geometrische Progress-
Tabulen (1620).
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ETAPAS CARACTERISTICAS DE LA EVOLUCION CRONOLOGIA
Generalizacién Se integro el uso de las potencias de diez. Henry Briggs (1561-1639)
del logaritmo

como exponente
de las potencias.

Napier, sugiere una tabla basada en las igualdades log 1 = 0y log
10 = 10".

Napier y Briggs convienen vy .

Primera tabla de logaritmos llamados logaritmos vulgares o de
Briggs

Briggs parte de la igualdad y después va calculando logaritmos
tomando raices y haciendo uso de la igualdad .

Las tablas de Briggs tienen todas las propiedades usuales de
los logaritmos, ademas, los nombres caracteristica y mantisa se
derivan su libro.

Se enuncia de forma explicita, las siguientes propiedades de los
logaritmos: ,

La definicion de logaritmos, como los exponentes de las potencias
que representan los nUmeros con una base fija, se convirtié en
un acercamiento comun, sin embargo esta definicién no se utilizd
en los inicios del siglo XVII porque no se usaban los exponentes
fraccionarios e irracionales.

Se introduce por primera vez la definicion de logaritmo de un
nuamero positivo como el exponente al cual hay que elevar la
potencia, cuya base es la elegida para que dé el numero prefijado.

Se vio en la logaritmacién una de las dos operaciones inversas de
la elevacion de potencias, con lo cual se hizo posible aplicar a los
logaritmos procedimientos algebraicos.

Briggs en 1617 publicd su
obra Logarithmorum chilias
prima

Briggs, en su obra La
Arithmetica Logaritmica
(1624).

William Oughtred (1574
-1660).

Euler (1707-1783) define
los logaritmos como

exponentes en 1728.

Euler (1707-1783).




ISSN 2256-153686

2020

8 2 AGOSTO

52 -

(8):

REDIPE 9

BOLETIN

REVISTA

UNA REVISION DE LA LITERATURA EN ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LOS LOGARITMOS (2000-2013): HISTORIAY EPISTEMOLOGIA

Relacién del
logaritmo con

curvas y series.

Relacion del
logaritmo con

curvas y series.

Se resuelve en torno a las curvas cuyas ordenadas

crecen con las abscisas .

Se evidencia que las areas bajo la hipérbola se parecen a los
logaritmos. La funcién area bajo la hipérbola cumple la propiedad
aditiva caracteristica de los logaritmos.

El descubrimiento del caracter logaritmico de las areas hiperbdlicas
provocé una promocion de los logaritmos al rango de valor analitico.

Calculo de los logaritmos por métodos que se derivan de los
utilizados por Napier y Briggs. Y féormulas de aproximacion para el
célculo de logaritmos, entre ellas la “serie de Mercator”.

La serie de Mercator es divergente para x = —1, di6 lugar a una
polémica entre Bernoulli y Leibniz acerca de la naturaleza de los
logaritmos de los nimeros negativos.

El calculo de logaritmos por medio de series infinitas.

Euler (1707-1783).

Gregoire de Saint-Vincent
(1584-1667) en  Opus
geometricorum quadrature

circuli et sectionum coni
(1630/1647)-

Jesuita Sarassa (1618-
1687), en su Solutio

Problematis a Mercenno
Propositi (1649).

Logarithmotechnia de
Mercator

James Gregory (1638-
1675), Lord Brouncker
(1620-1684), Nicholas
Mercator (1620-1687),
Wallis (1616-1703), Newton
(1642-1727) 'y Edmond
Halley (1656-1742).
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Logaritmo como
funcion.

El desarrollo del Analisis Infinitesimal necesité de una idea de
dependencia funcional, que permitiera aplicar a las distintas
funciones las operaciones del nuevo calculo, ademas de la
clasificacion de las funciones conocidas.

Se considera que una funcién es una expresién analitica.

Se define funcion.

Euler introduce asi el logaritmo como funcion inversa de la
exponencial. Dado un valor afirmativo cualquiera de y vendra dado
el valor de z conveniente para que sea a* = y; este valor de z
contemplado en cuanto funcién de y, se llama LOGARITMO de y.

Bernoulli (1667-1748).

Euler (1707-1783) escribio
su Introductio in analysin
infinitorum (1748) que esta

log,y, siendo b cualquier otra base.

infinito de éstos.

También enuncia Euler su regla de oro para los logaritmos, la cual
afirma que si hemos calculado log,y, entonces se puede calcular

Euler establece que los logaritmos de los numeros negativos no
son numeros reales, sino imaginarios y que tendran un nimero

dedicada al estudio de las
funciones.

Tabla A. Evolucion de los conceptos logaritmo y funciones logaritmicas.

Las sintesis expuesta en la tabla anterior
permiten una mirada general a aspectos del
logaritmo y la funcion logaritmica, sin embargo
respecto a los objetivos de nuestra indagacion,
es importante sefalar que en el momento
de realizar la revision en las bases de datos
se encontraron, ademas publicaciones que
abordan estudios sobre el desarrollo historico
de dichos conceptos, desde la didactica
matematica. También se ubicaron documentos
que contienen interesantes aspectos sobre los
conocimientos de los procesos de aprendizaje
de los estudiantes y otros que informan sobre
la categoria denominada conocimiento de
estrategias de ensefianza y representaciones
instruccionales.

EL METODO

Se realiza la indagacion, tipo analisis
documental, con el fin de hacer uso de la
clasificacion que se obtenga de los diversos
segmentos de los documentos, concerniente al
desarrollo histérico de dichos conceptos, de tal
forma que dicha clasificacion y descripcion sea

el aporte al conocimiento del profesor.

Seresalta, que en esta indagacion, con respecto
a algunos de los documentos; tesis doctorales
y de maestria, que fueron encontrados en el
idioma Inglés, se tomé la decision de dejar los
segmentos en su idioma original, principalmente
atendiendo a que una de

académicas actuales es que

las exigencias
los docentes
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tengan el manejo de un segundo idioma que les
permita acercarse a la investigacion en el idioma
original.

FASES DE LA INVESTIGACION

El desarrollo del presente trabajo se llevo a
cabo en tres fases, las cuales no implicaron
un orden estricto, pues en algunas ocasiones
su desarrollo se dio de manera simultanea o
alterna.

Fase 1. Definicion y delimitacion. Se centra en
un estudio tedrico que permite definir un marco
conceptual; posibilita refinar los objetivos y
proporciona claridad sobre el objeto de estudio.

De acuerdo con las diferentes motivaciones e
intereses que dieron origen a esta propuesta
de investigacion, se acude a cuatro topicos que
concretan aspectos de la investigacion:

Primero, se sefala la fuerza que adquiere la
nocion Conocimiento Didactico del Contenido
(CDC), para caracterizar las publicaciones y
por lo tanto proponerla como un referente en la
formacién inicial y permanente de los profesores.

Segundo, se ratifica la necesidad de contar con
unas categorias de clasificacion especificas
para la informacién contenida en los documentos
seleccionados.

En tercer lugar, se identifican propuestas
relacionadas con aspectos del CDC que no
tienen directamente vinculo con el desarrollo
histérico del concepto, sin embargo se abordan
con la intencion de ampliar nuestra mirada y
abrir el campo de aporte de esta investigacion.

El cuarto aspecto consiste en confirmar como
eje transversal los momentos del desarrollo
histérico del concepto.

Fase 2. Sobre las categorias de analisis

Con el fin de establecer el marco de referencia
bajo el cual se caracterizarian las publicaciones
seleccionadas y al compartir la idea de autores
como Shulman (1986b y 1987), Smith y Neale
(1989), Even (1990) y Lopez (1999); quienes
coinciden que el conocimiento de la materia
es una condicibn necesaria aunque, no
suficiente para la ensefianza y el aprendizaje
del contenido, se tomd la decisién, en esta
investigacion, de comprender y usar la nocion
conocimiento didactico del contenido a través
de la discusion que presenta Pinto(2010),
en la cual se encuentra una revision de los
trabajos de Shulman (1986b) y estudia como
ha evolucionado la nocion CDC, desde que lo
planteara Lee Shulman hasta el 2010.

Dado que existe wuna diversidad de
investigadores que proponen o describen los
dominios, componentes, elementos o categorias
de conocimiento del CDC, es indispensable
seleccionar de ellos las que nos permitan
caracterizar las publicaciones de acuerdo con
nuestros objetivos de investigacion.

Coincidimos con Shulman (1986a) quien
estableci6 y propuso tres componentes
esenciales como parte del CDC:

1. El conocimiento del contenido ensenable
(mas relevante a ser ensefado segun el
sistema escolar), es decir, el conocimiento
de la materia especifica para ensefar.

2. Formas de representacion (estrategias)
para ensefiar el area especifica.

3. Conocimiento del aprendizaje del estudiante
(que incluye las estrategias con las que los
profesores ayudan al alumno).
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Al interior de la componente conocimiento
del contenido ensefable, nosotros buscamos
identificar en los aquellas
observaciones y desarrollos que se relacionen
con conocimientos de un tépico especifico
matematico; siendo este uno de los aspectos
que nombra Pinto, 2010, quien agrupa los
conocimientos del contenido matematico en tres
grandes subcomponentes: (a) conocimiento
sobre la actividad matematica general, (b)
conocimientos por tépico especifico matematico
y (¢) conocimientos sobre el
matematico.

documentos

curriculo

De los autores citados por Pinto, 2010 como
quienes han orientado su trabajo al estudio del
conocimiento del contenido ensefiable de forma
mas exhaustiva, nosotros acudiamos a Even
(1990) quien conceptiua el conocimiento del
contenido ensenable como conocimiento de la
materia del profesor (Teachers’ subject matter
knowledge) acerca de un tdépico especifico,
consideramos de importancia identificar en los
conocimientos del profesor, lo que este autor
denomina la fuerza del concepto; entendiendo
por ello los aspectos que originan los nuevos
conceptos, caracteristicas Unicas del concepto
y sus propiedades relevantes, relaciones con
otros conceptos.

Lo expuesto en el parrafo anterior lo ubicamos
dentro de lo denominado conocimiento de
la actividad matematica general y en esta
misma subcomponente, teniendo en cuenta
nuestro interés en la historia de los conceptos
matematicos, uno de los conocimientos al
que pretendemos seguirle la huella es la
conocimiento de la historia en cuanto a cambios
en las nociones o conceptos, la naturaleza de
las explicaciones, de la heuristica.

Con el objetivo de explicar que se entiende en
esta caracterizacién como conocimiento de las
estrategias de ensefianza y representaciones
instruccionales, acudimos a Pinto, J. (2010)

quien dado su interés por las representaciones,
respecto al tipo
y diferentes formas de representacion. Este
autor indica que Shulman (1986a) al interior de
esta componente esencial del CDC menciona
algunas: analogias, ilustraciones, ejemplos,
explicaciones y demostraciones. Llinares,
Sanchez y Garcia (1994) optan por adicionar
los dibujos y las representaciones graficas que
aparecen en los libros o los realizados por el
profesoren eltablero. McDiarmid, Ball y Anderson
(1989) incluyen ademas exposiciones verbales,
diagramas, simulaciones,
y analisis de contenido; y destacan las
representaciones verbales, simbdlicas, graficas
o concretas, como inherentes al contenido
matematico. Even y Tirosh (1995) desarrollan
ejemplos de representaciones; las preguntas,
actividades y discusiones vinculadas con el
contenido matematico. Putnam y Borko (2000)
nombran ofras: modelos y metaforas. Estas
representaciones o estrategias instruccionales
especificas pueden variar segun el contenido o
tépico especifico que se trate. (2010, p 26).

presenta una recopilacion

dramatizaciones

Es importante anotar que se esperaba encontrar
en las publicaciones seleccionadas, una gama
importante de representaciones instruccionales,
sin embargo previendo que se podian encontrar
alusiones a las estrategias usuales con que
tradicionalmente se presenta el logaritmo y la
funcién logaritmica, se incluyd la categoria
estrategias de ensefianza usuales.

En el estudio, se asumié también que el CDC
tiene que ver con la forma como los profesores
piensan que hay que ayudar a los estudiantes
a comprender un determinado contenido
(Marcelo, 2007). En esta linea de ideas, se
puede decir que Shulman perfila lo que seria el
rol del profesor a partir del dominio del CDC:

El profesor debe de algun modo ser fiel, por
unlado, a los posibles significados dentro de
la materia y, por otro, a las comprensiones
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que sus estudiantes son capaces de
alcanzar. El profesor debe construir
puentes entre los significados inherentes
al contenido curricular y las construcciones
de significados que los estudiantes pueden
inventar, idear o discernir (Shulman, 1993,
p. 58).

Todo lo anterior se concreta en el esquema 1.,
que permite esquematizar las categorias de
analisis y algunos elementos clave a los que
se les sigui6 el rastro en la caracterizacion de
las publicaciones seleccionadas, a través de la
seleccion de segmentos en estos documentos.

En la investigacién en Educacion Mateméatica
se ha dado especial atencidon a la indagacion
concerniente a la comprension de los
estudiantes de un contenido, la cual ha sido
estudiada desde las diversas perspectivas. De
esta manera el conocimiento de los procesos
de aprendizaje de los estudiantes incluyendo las
dificultades de ellos, que los investigadores han
reportado, en cada una de las tematicas, pasa a
constituir no solo parte del conocimiento de los
profesores sino que se incluyé como rengléon de
la clasificacién; se considera que su bosquejo
contribuye a dejar impresa la necesidad de
incursionar en la lectura de investigaciones
alrededor de este topico.

Justificaciones y fuerza del
concepto

Conocimiento

Concepto de la funcion
logaritmica

del contenido

matematico a
ensefiar

Concepto de logaritmo

CONOCIMIENTO
DE LA HISTORIA
DEL CONCEPTO

CONOCIMIENTO DEL PROFESOR
|

Conocimiento de estrategias de ensefianza y
representaciones instruccionales

1

Conocimiento de los procesos de aprendizaje del alumno

Esquema no. 1 Categorias de analisis; propuesta inicial a partir del CDC
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Fase 3. La documentacion concerniente al
desarrollo histérico de los conceptos

La busqueda de los documentos, se realizd
indagando en las bases de datos. Luego a través
de una lectura general se examinaron aquellos

documentos que evidenciaran un analisis,
propuesta o contenido respecto al concepto de
logaritmo o funcion logaritmica. Adicional a ello,
algunos documentos son seleccionados porque
se considerd que se puede encontrar evidencia
de la historia del concepto de logaritmo o de la
funcién logaritmica.

Numero CARACTERISTICAS DEL DOCUMENTO

TITULO Los logaritmos, un abordaje desde la Historia de la Matematica
y las aplicaciones actuales.

AUTOR - ANO
Abrate & Pocholu, 2007.

1 DOCUMENTO Articulo

Se presentan algunas sugerencias de disefio de actividades para
la clase de logaritmos, en el intento de apartarse del tratamiento

DESCRIPCION tradicional, proponen recuperar la construccion histérica de las
nociones de progresién geométrica y aritmética, y algunas de
sus multiples aplicaciones.

Tabla B. Ejemplo de la tabla de clasificacion de los documentos seleccionados.

En esta busqueda no se tuvo ninguna
exclusividad en cuanto a su enfoque teorico ni
al tratamiento del objeto. La delimitacion radica
en que fueran documentos enmarcados en la
Educacion Matematica; para la clasificacion se
utilizé una tabla como en el ejemplo siguiente
(Tabla B).

Identificando titulo, autor, afo, clase de
documento y descripcion (Tabla B); de esta
manera se procedié para los trece documentos
resultantes de la busqueda.

Desde el marco teérico, y como unidades
clasificadoras y organizativas de la informacion,
los trece documentos se catalogaron en tres
grupos asi:

El primer grupo, son los documentos que
evidencian una construccion de larepresentacion
grafica de la funcién logaritmica basadas en
elementos de su desarrollo histérico. Estos

documentos se examinaron bajo la tutoria que
brindé lainvestigadora principal a dos estudiantes
de maestria en docencia de la matematica. Lo
anterior como parte del impacto y la funcién en
la formacion, de nuevos investigadores, que se
pretende cumpla la investigacion.’

En el segundo grupo, se ubican los documentos
que poseen un capitulo o una seccion, dedicada
exclusivamente a realizar una descripcién de
los hechos y desarrollo histérico del concepto
logaritmo o logaritmica;
documentos son centrales como referentes,
puesto que permiten una fundamentacion de la
evolucion del concepto.

funcion dichos

Por ultimo, los documentos que quedan por fuera
de las dos clasificaciones anteriores, fueron
reconocidos como las evidencias, estrategias

1 De aqui en adelante solamente se citaran 9 docu-
mentos, dado que las publicaciones del grupo uno fueron
las analizadas en la tutoria que brindo6 la investigadora prin-
cipal a dos estudiantes de maestria, como parte de la fun-
cién formadora de investigadores que puede ejercer el grupo
BIOMA.
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y apoyo para el profesor de matematicas
para la ensefianza de los logaritmos y funcion
logaritmica. Estos textos, como bien se
nombré anteriormente, seran la muestra y
sustentacion de muchas de las consideraciones
a los elementos propuestos para hacer parte del
conocimiento didactico de contenido.

Es de aclarar, que la forma en que se clasificaron
los documentos no es excluyente dado que
en ellos se deben evidenciar elementos de
la clasificacion en la que fueron incluidos y se
pueden encontrar también ideas de una de las
otras clasificaciones.

SINTESIS DEL PROCEDIMIENTO

Se procede con los documentos clasificados en
la fase 2, al interior del segundo y tercer grupo;
documentos relacionados con resultados de
investigacion en la ensefanza y aprendizaje
de la funcion logaritmica, asi como aquellos
que hacen referencia al desarrollo histérico,
vinculados con dicho concepto.

Inicialmente se selecciona y lleva a término
la lectura de una revision sobre el desarrollo
histérico-epistemoldgico del logaritmo y la
funcién logaritmica, Vargas, J. (2013) y se
contrastan las etapas que alli se describen con
los resultados expuestos en Ferrari, M. (2001).

Se examinan y estudian las presentaciones,
en cuanto a etapas que describen los cambios
“conceptuales” en la evolucién del concepto
logaritmo y funcion logaritmica.

A partir de estas lecturas se establece la
importancia de rescatar, de la construccion
de Jonh Napier (Escoses, 1550, 1617), la
indagacion y el conocimiento sobre la relacion
entre la progresion geométrica y la progresién
aritmética que esta presente en la génesis del
logaritmo.

Después de examinar a profundidad Ila
construccion del concepto logaritmo, a través
de la revision que presentan Ferrari (2001);
Vargas y Gonzalez (2007); Vargas (2013), se
clasifican los momentos en los documentos,
identificando segmentos para cada una de las
etapas de la evolucion del concepto, referidas
en las publicaciones.

La indagacion descrita en los anteriores pasos
permite establecer el siguiente esquema
(Esquema no. 2) que contiene clasificaciones
identificadas desde el desarrollo histérico de los
conceptos.

Se incorporan estos hallazgos a las categorias
de la nocion CDC; en cuanto a la revision del
desarrollo histérico, esta evolucién del concepto
se examina e informa, siguiendo el rastro en
cada uno de los segmentos que se clasifican
al interior de la categoria Conocimiento de la
Historia del contenido y en esta investigacion
se reconoce también como un elemento
intrinseco en la categoria conocimiento de las
estrategias de ensefianza y representaciones
instruccionales.

1
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logaritmo

Génesis del concepto

INVET=A

Funcidn logaritme como

CONOCIMIENTO DE LA HISTORIA DEL
CONCEPTO

El logaritmo como mimero

/ / P4
Relacibn entre progresion
aritmética y progresion
geometrica

i
Propiedad de convertir ¢l
producto en suma y otras
propiedades

4
74

Registros tabular, grafico y
analitico

Esquema no. 2. Categorias de andlisis de acuerdo con el desarrollo y evolucién del concepto

Se desarrolla el analisis documental buscando
la triangulacién de informacion, que permitira
establecer consistencia en los cambios
“conceptuales” o momentos en la evolucion del
concepto que se consideran de importancia en
la formacion de los profesores, con el fin que
pasen a integrar el aporte tedrico en conexion
conocimiento didactico de contenido.

éPor que la
historia?

] Estratégias usuales de ensefanza

Lo anterior se ilustra a través del siguiente
esquema (Esquema no. 3), en el cual
estamos integrando a nuestra clasificacion el
conocimiento de las estrategias instruccionales
y las estamos relacionando con el conocimiento
de la historia del concepto. Adicional a ello se
incluye la identificacion de los argumentos
presentes en cada estudio sobre por qué de la
historia.

Génesis del concepto
logaritmo

Funcién logaritmo como
inversa

CONOCIMIENTC DE LA
HISTORIA DEL CONCEPTO

Conocimiento de estrategias de
ensefianza y representaciones
instruccionales

1

El logaritmo come nmers

Relacian entre progresion antmética y prograsion

geoméatrica

Propisdad de convertir el producta en surma y otras

propiedades

Fegistros tabular, grifice y analfitica

Esquema no. 3. Completando las categorias de analisis
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Dicho analisis documental, en lo relacionado
con el desarrollo histérico se realiza sobre
ocho publicaciones (Tabla C) que permiten
mas adelante generar el esquema 4 y adicionar

una investigacion concerniente a notacion de
los logaritmos y la comprension de la funcion
logaritmica. Se tiene asi una revision a nueve
documentos.

Titulo del documento Institucién Documento Autores Ano
1. Una visién Sociopeistemolégica. |Politecnico|Tesis de | Ferrari, M. | 2001
Estudio de la Funcién Logaritmo. Nacional, México | maestria.

D.F.
2. Understanding Mathematical | Athens, Georgia. | Tesis doctoral | Kastber, S.|2002
Concepts: The case of the Logarithmic E.
Function.
3. Elementos historicos para la|Universidad del | Tesis de | Escobar, N. | 2012
ensefianza de la funcién logaritmica | Valle. Colombia. | pregrado.
en la educacion basica.
4. Segmentos de la historia : la funciéon | Matematicas: | Articulo Vargas, J. y| 2007
logaritmica. Ensefianza Gonzalez,

Universitaria: MT.

Universidad Del

Valle. Colombia.
5. Los logaritmos, un abordaje desde | Experiencias, Articulo Abrate, R., y | 2007
la Historia de la Matematica y las | propuestas y Pocholu, M.
aplicaciones actuales. reflexiones para

la Clase de

Matematicas.

Universidad

Nacional de

Villamaria,

Cordoba.

Argentina
6. Andlisis de la practica del docente | Universidad de | Tesis doctoral | Vargas, J. 2013
universitario de precalculo. Estudio|Salamanca.
de casos en la ensefianza de las | Espafa (Seccion 1.3.2)
funciones exponenciales.
7. Algunas consideraciones Universidad Tesis de [ Gacharna, |2012
didacticas sobre el concepto de Nacional de maestria. 0.
logaritmo y funcién logaritmica y sus | Colombia.
posibilidades en la educacion basica
y media.
8. An inquiry into high school Simon Fraser Tesis de | Berezovsky, | 2004
students’ understanding of logarithms. | University, Maestria. T.

Burnaby, BC,

Canada.
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9. Students’ understanding of
logarithmic function notation.

Group for the
Psychology of
Mathematics
Education,
Roanoke

Ponencia

presentada

en la reunion
anual del North
American
Chapter of the
International

Kenney, R.

2005

Tabla C. Documentos concernientes al desarrollo histdrico de logaritmo y funcién logaritmica.

Reconstruyendo el proceso y estableciendo
las piezas con las categorias de analisis, el
esquema del estudio fue organizado como se

presenta a continuacion:

Conocimisnto del
— contemdo matemdtico
a ensefiar

Justificaciones ¥ fuerza del concepto

Conocimisnto de

i Por gué 1a historia?

CONOCIMIENTO DIDACTICO DEL CONTENIDO

estrategias de
ensefianza y
representacionss
nstruccionales

Genésis del logaritmo
CONOCIMIENTO DE
LA HISTORIA DEL Funcién Logaritmica
CONCEPTO
Funcidn logaritmo
como inversa

Estratégias usuales de ensefianra

El logaritmo como niimero

Relacion enire progresion aritmehica y proaresion
geométrica

Propiedad de convertir el prodocto en suma ¥
otras propiedades

Registros tabular, grifico y analitico

Conocimiento de los procesos de aprendizaje de los estudiantes

Esquema no. 4. Categorias de analisis para este estudio
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La identificacion de segmentos corresponde en
general a la categoria Conocimiento Didactico
del Contenido y al interior de ella se establecen
las categorias:

» Conocimiento del contenido matematico
a ensefar

¢ Conocimiento de
ensefanza y
instruccionales

estrategias de
representaciones

+ Conocimiento de los procesos de
aprendizaje de los estudiantes.

Estas dos primeras categorias se
subdividen con el fin de hacer una
descripcion mas fina de los hallazgos;
debido a que ellas corresponden
directamente a los objetivos de la
investigacion.

La categoria Conocimiento de los procesos de
aprendizaje del estudiante se integra al estudio,
como un aspecto adicional a los objetivos
marcados para esta investigacion. Se considerd
incluir algunos ejemplos de esta categoria
dada la importancia que las investigaciones en
educacién matematica le otorgan ella al interior
de la linea de investigacién en formacion de
docentes.

HALLAZGOS

Se utiliza el orden establecido en el esquema
anterior (esquema no. 4) para informar sobre

cada una de las categorias. Se recurre a ilustrar
con segmentos que describen cada una de ellas
y solamente cuando se considera necesario se
establecen comentarios adicionales.

Esta seccidon del documento es la que
consideramos de mayor riqueza en el aporte a
la formacion de los profesores de matematicas y
se complementa con los referentes tedricos del
CDC. Todos ellos, junto con los antecedentes,
conforman el aporte tedrico de nuestro estudio.

JUSTIFICACION Y FUERZA DEL CONCEPTO

Respecto a esta categoria, se identificaron
cuatro publicaciones que exponen argumentos
concernientes al efecto de los logaritmos al
interior del avance de la matematica, como
también a sus usos en la modelacion de
fenémenos.

En nuestra investigacion se considera de interés
para la formacion de los futuros profesores
el conocimiento de cémo ha repercutido la
invencion del logaritmo en el avance de la
matematica y de qué manera son utilizados en
las diversas areas del conocimiento.

Los siguientes segmentos fueron seleccionados
porque se considera que hacen referencia a los
aspectos que originan los nuevos conceptos,
caracteristicas Unicas del concepto y sus
relaciones con otros conceptos:
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£ justificaciones y fuerza del concepto {10-0}
’14 9 A R

14: Abrate y Pocholu (2007).rtf

B [14:16][486]
Las escalas logaritmicas: En ocasiones resulta ventajoso emplear escalas
logaritmicas en lugar de escalas aritméticas para llevar a cabo
representaciones graficas. Las escalas logaritmicas son utilizadas en
diversas areas, a los fines de representar datos que tienen una variacién
muy grande o un rango de variabilidad muy amplio

vi
B [29:6][4037] .

29: Ferrari (2001).rtf

Ambas funciones se erigen como tundamentales en el desarrollo de
nuevos entes matematicos, como las ecuaciones diferenciales, las
funciones multivaluadas, las exploraciones de nimeros complejos, entre

otras

B2 [15:1](801]

15: Berezovski, (2004).rtf

taste, fragrance, etc, logarithms are very often employed to solve

century, Gauss found the answer to the question of (Prime Number
Theorem) how many primes are in a thousand, million, billion, etc

-~ 5 [18:31[332] —

As well as uses in the measuring of human senses, such as sound, light,

many difficult mathematical problems. For example, in the nineteenth

P18: Gacharna (2012).rtf

Los logaritmos como concepto matematico, desde el momento de su
invencion, han sido el motor de distintas ramas de las matematicas y las
ciencias, especificamente de las que tienen que ver con el calculo
diferencial y el calculo integral.

[E25 18:13][1588]
En acustica se diferencia la intensidad fisica y la intensidad auditiva
pues la primera es una medida fisica que relaciona la potencia con la
que emite energia una fuente sonora y el area que esta cubre, mientras
que la segunda es la sensacién percibida por el oido humano.

continged by

B2 18:141[1591]

Esta férmula corresponde a la ley de Weber - Fechner, la cual indica
que para que un ser humano perciba un estimulo en progresién
aritmética este debe ser aumentado de manera geométrica cuando se
toma fisicamente.

¢POR QUE LA HISTORIA?

Actualmente son privilegiados diferentes caminos
para presentar la historia de los conceptos en
el aula de clase, en ese caso particular, con el
objetivo es intentar dejar de lado la ensefanza
enfocada en la aplicacion de las propiedades
y mostrar los antecedentes analiticos de los
logaritmos, al igual que evidenciar el poder de
la representacion en la creacion de conceptos.

Por otro lado esta la importancia de conocer
métodos y técnicas que desde las ideas iniciales,
llevaron concretar un concepto.

A continuacion se presenta un ejemplo de
los argumentos encontrados en dos de los
documentos revisados.

2&gPor qué la historia? {9-1}

7R N .

25 127:22][770]
These three important stages in the invention of logarithms provide a
lens for examining and analyzing students’ actions on tasks using
representations of the logarithmic function. In addition, the historical
development of the logarithmic function may a guide for how students
can make sense of both the function and its modern applications.
i
[14:1][19]
En este sentido, proponemos recuperar la construccion histérica por la
que atravesaron, las nociones cay

S iz P14: Abrate y Pocholu (2007).rtf
algunas de sus multiples aplic’==

E25 [14:4][29]
Pensamos que recurrir a la narracién de las vicisitudes que debieron
sortearse a lo largo del tiempo, hasta llegar a estos conocimientos,
puede ser una manera de "humanizar” el contenido matematico,
aproximandolo a la realidad del alumno, y tal vez, una manera mas
apropiada para iniciar su abordaje.

>~ [E2F [27:25][782]

« explains —

27: Kastberg (2002)
The historical development of the logarithmic function discussed in this
chapter helped me develop tasks to investigate students’ understanding
and acted as a lens through which to view students’ actions. In addition,
the historical development highlighted the importance of
representation in the creation of the logarithmic function.
S
25 [14:3][27]
Creemos que muchas veces el modo en que se ensefia Matematica
dificulta que se comprenda la relevancia del tema, que se entiendan los
obstaculos del pasado y que adquiera real sentido, al menos en parte,
""""""""" £ para muchos de nuestros alumnos. Ensefiar contenidos matematicos
desprovistos de su historia suele acarrear el inconveniente de que
pueden ser concebidos por los alumnos como algo artificioso y
arbitrario de esta ciencia. La perspectiva histérica no sélo permite
conocer cOmo se crearon y construyeron los conceptos y las teorias que
hoy manejamos, producto de un trabajo acumulativo, sino también,
faculta para comparar técnicas y métodos actuales con otros que se
utilizaron en el pasado. Asi, el quehacer matematico se torna valioso al
poner de manifiesto que un mismo problema se resolvié de maneras
diferentes en distintas épocas.

« = continued by
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Autores como Escobar (2012) presentan en su
investigacién, las explicaciones de maestros

pueden también ayudar en la formaciéon de
valores humanos y a su vez deben visualizar

entrevistados, quienes afirman que los retratos,
resefias y anécdotas de los matematicos

un sentido epistemolégico.

% Conocimiento de la historia del concepto {7-3}
ia)artof-

@;_Por qué la historia? {9-1} |
4

B [16:1][2107)

= La investigacion visibilizd que la Historia de las Matematicas es

= concebida como el retroceso en el tiempo, y las situaciones que dieron
nacimiento a los conceptos matematicos (quién, cémo cuando, en
doénde, por qué). Igualmente, como herramienta pedagdgica,
motivadora, cultural, y de formacién de valores humanos.

P16: Escobar (2012).rtf

A !
R v

EZ5116:2][2110]
Los métodos de utilizacion de la Historia de las Matemaéticas en clase
deben dotarse de significado matematico, pedagdgico y cultural para el
estudiante. Las anécdotas, resefas, y retratos de los matematicos deben
visibilizar un sentido epistemologico y de potencializacion del
pensamiento. Aunque el profesorado reconoce la importancia de
involucrar la Historia de las Matematicas en el aula y a muchos les
agrada leerla, no se utiliza permanente ni con métodos innovadores.

CONOCIMIENTO DE LA HISTORIA DEL
CONCEPTO

del concepto de logaritmo y mas delante de la
funcién logaritmica.

El analisis de los documentos permite identificar GENESIS DEL LOGARITMO
segmentos, que detallan explicaciones sobre
los cambios “conceptuales” o momentos en la
evolucion del concepto, que se consideran de

importancia en la formacion de los profesores,

La mayoria de los investigadores abordan el
desarrollo histérico de los logaritmos haciendo
referencia a Arquimedes (aprox. 287 — 212 AC);

con el fin que pasen a integrar su conocimiento
didactica de contenido.

Se presenta a continuacién una serie de
segmentos extraidos de los documentos, que
permiten examinar aspectos del desarrollo

Chuquet (1445 — 1488); Stifel (1487 — 1567),
deteniéndose a mencionar la identificacion de
la correspondencia, que se empieza a gestar,
entre los términos de una progresion geométrica
y los términos de la progresién aritmética.

s part of

Hﬁu@

P28: Gonzélez y Vargas (2007)

o A

El germen sobre el que se construye el concepto de logaritmo, se puede
encontrar en un trabajo de Arquimedes (aprox. 287-212 a.C.) relativo a
los nimeros gigantescos, donde se menciona que la suma de los
«6rdenes» de varios nimeros (equivalentes a sus exponentes tomando
la base 1001000.000) corresponde al «orden» del producto de dichos
numeros ( Torija, 2003).

§ continued by r'd

B [28:3](27)
La multiplicacion de dos términos de la progresion geométrica produce
un término, cuyo exponente es la suma de los términos
correspondientes en la progresion aritmética, y la division de dos
términos de la progresion geométrica produce un término, cuyo
exponente es la diferencia de los correspondientes términos en la
progresion aritmética. (Kline, 1990), (Wussing, 1989)

% Conocimiento de la historia del concepto {7-3}

% Génesis del concepto de logaritmo. {14-1}

-

'S

Posteriormente, en la Arithmética Integra (1544) de Stifel (1487-1567),
se establece que los términos de la progresion geométrica:
1,rnr2,r3,r4r5, .
se corresponden con los términos de la progresion aritmética formada
por los exponentes
0,1,234,5,..

- \\\

[E25 [28:41[29]

ontinued by

-
continued by
A

Al menos una de las reglas de Prosthaphaeresis, era ya conocida por
los arabes. Concretamente se le adjudica a Ibn-Yunus (aprox. 1008) la
introduccion de la formula 2cosxcosy=cos(x+y)+cos(x-y) (Boyer, 2003,
p. 311), (Ribnikov, 1991, p.140).
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En todos los escritos se encuentra la referencia
a Napier con su idea de desarrollar un concepto
que permitiera agilizar los calculos aritméticos
de multiplicaciones y divisiones relacionada con
las conocidas “Reglas de Prosthaphaeresis”.
Adicional a ello investigadores como Vargas
(2013) y Ferrari (2001) establecen unas etapas
del desarrollo del concepto logaritmo; en el primer
caso vinculadas con etapas primordialmente
cronoldgicas y epistemoldgicas y en el segundo
caso esencialmente determinadas a partir del
contexto en el cual se usaron los logaritmos.
En ambos casos resulta de gran riqueza la
resefia elaborada, en orden a enriquecer el
conocimiento matematico que puedan poseer
los profesores de matematicas.

En el esquema se seleccionaron segmentos
que nos permitan mostrarle al profesor, en la
construccion disefiada por Napier, que uno de los
principales ejercicios analiticos que puede llevar
a término un docente es el estudio detallado
de la construccién geométrica, junto con las
justificaciones y razonamientos alrededor de un
movimiento uniforme y un movimiento variable
que decrece en proporcion a la distancia del
punto final.

Se recomienda que al ser usada esta categoria
en la formacién de profesores, ya sea en una
capacitacion formal o autoformacién se centre
la atencion en la riqueza que se encuentra al
examinar la naturaleza de las explicaciones, de
la heuristica.

[28:6][64]

# Génesis del concepto de logaritmo. {14-1}

-~ Sy >

S e

P28: Gonzalez y Vargas (2007) ™

A -

.. expands

En cuanto a la versién geométrica del concepto de logaritmo, Napier lo
explica de la siguiente manera:
Sea el segmento AB y una semirrecta CDE dados en la figura 1. Sea un
punto P que parte de Ay se mueve a lo largo de AB con velocidad
variable que decrece en proporcion a su distancia B; supongamos que
un punto Q parte al mismo tiempo de Cy se mueve a lo largo de la
semirrecta CDE con velocidad uniforme igual a la velocidad inicial del
punto P; entonces Napier llama a la distancia variable CQ el logaritmo
de la distancia PB (Boyer (2003), p. 397).

N

[28:7][112]

las siguientes propiedades de los logaritmos:
§log mn = log m + log n,

§log =logm-logn

§log xn = n log x

esquema de Briggs, se convirtié en un acercamiento comun, esta

los exponentes fraccionarios e irracionales.

Como complemento a las tablas, el inventor de la «regla de calculo»,
William Oughtred (1574 -1660) enuncié de forma explicita, hacia 1650,

Si bien la definicion de logaritmos entendidos como los exponentes de
las potencias que representan los niUmeros con una base fija, como en el

definicién no se utilizé en los inicios del siglo XVII porque no se usaban

Napier realizaba los calculos astronédmicos utilizando la trigonometria
esférica por lo que tratd con los logaritmos de senos y, como era
costumbre en la época, siguiendo a Regiomontanus (1436-1476) usé
semicuerdas de un circulo cuyo radio contenia 107 unidades. La idea
clave de la obra de Napier era que para conseguir que los términos de
una progresién geométrica formada por las potencias enteras de un
numero dado estuvieran muy préximas unas a otras, era necesario
tomar esta razén muy proxima a uno; asi, los huecos entre los sucesivos
términos de la progresion se mantenian pequefios. Napier decidié
tomar como razén el nimero 1-10-7 = 0.9999999; los términos de la
progresion de potencias enteras crecientes asi formada, estan

ciertamente muy préximos entre si, de hecho, demasiado proximos. Para

conseguir un cierto equilibrio y evitar el uso de decimales, multiplico
Napier todas las potencias por 107.

FUNCION LOGARITMICA

Otros aspectos necesarios para focalizar el
estudio en la funcién logaritmica son tanto el
paso de lo discreto a lo continuo, como el estudio
de las curvas y su posterior cambio de mirada a
dichas caracteristicas a través de expresiones
analiticas que denotan las transformaciones, en
el concepto de funcion.

Como lo expresa Ferrari (2001) cuando se logra
asociar un numero con su logaritmo se hace
explicita la funcion logaritmo. Es de anotar que
es Euler quien clasifica dichas funciones como
trascendentes.
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ﬁConcepto de funcion logaritmica {6-2}
AV .
Vs /

Es importante tener presente que muchas de las funciones estudiadas
en el siglo XVII fueron primero examinadas como curvas, antes de que el
concepto de funcién estuviera totalmente determinado. Esto ocurrié
también en el caso de las funciones trascendentes elementales tales
como log X, sen Xy ax.

continued by,

Euler admite tanto valores reales como imaginarios del argumento. Una
funcién conceptuada simplemente como una expresion analitica, se
forma, segun Euler, mediante una clase de operaciones admisibles en la
cual entran las operaciones aritméticas, las potencias, las raices y las
soluciones de ecuaciones algebraicas. A ellas, Euler adjunté las
funciones trascendentes elementales: e z, In z y las funciones
trigonométricas (Euler, 1748, p.5). Asi mismo, Euler, definid las
funciones polindémicas, las trigonométricas y las exponenciales:
"Potestas quantitatis constantes a, Exponentem haben variabilem z”
(Euler, 1748, p. 70).

BB 126:10][145] B T BB s 47)

En 1646, entre los problemas que ocupaban a Torricelli (1608-1647),
estaba uno en el que representa la curva cuya ecuacion escribiriamos
nosotros como x = log y, en la que es quizas la primera representacion
grafica de una funcién logaritmica; Torricelli calculé el &rea limitada por
la curva, su asintota y una ordenada, asi como el volumen del sélido
obtenido al girar esta area alrededor del eje OX (Boyer, 2003). Sin
embargo, su muerte en 1647 retrasa la difusion de la grafica.

Y

B 128:13][152] [ZF [29:4][4031]

Las ideas de continuidad, de infinito, de asociacion de areas con
segmentos, y de calculo de areas, entre otras, nos llevan a considerar
como siguiente etapa, la del desarrollo en serie de potencias. En efecto,
la relacion entre la cuadratura de la hipérbola y los logaritmos,
mediante la identificacion de propiedades inherentes a estos Gltimos, en
cuanto a la percepcion de que, formando con las abscisas una
progresién geométrica, las areas bajo una hipérbola, determinadas por
las ordenadas correspondientes, son iguales pone en evidencia la
correspondencia con un sistema logaritmico. Estas ideas se extienden y
se logra asociar un niumero con su logaritmo, esto es, se hace explicita
la funcionalidad del logaritmo.

& Registros tabular, grafico y analitico. {15-1}
L}

b
B2 [28:12][147) P28: Gonzélez y Vargas (2007)

Serad Huygens (1629-1695) a quien correspondera exponer sus
propiedades en el "Discurso sobre la causa de la 9rave gz 128:13]152]
Huygens estaba interesado, desde 1651, por los logari
en particular, la cuadratura de la hipérbola y retomé el
mas tarde (1666), cuando participaba en los trabajos d
Academia Real de Ciencias de Paris utilizando esta noc
de probabilidad y de combinatoria.

(Euler, 1748, p. 70).

B2 [28:14][155]

En su obra, Euler introduce asi el logaritmo como funcién inversa de la

S exponencial. También enuncia Euler su "regla de oro para los

logaritmos”, la cual afirma que si hemos calculado logay, entonces se
puede calcular log en base b de y, siendo b cualquier otra base
mediante la férmula: log base a de y dividido entre log base a de b.

Euler admite tanto valores reales como imaginarios del argumento. Una
funcion conceptuada simplemente como una expresion analitica, se
forma, segln Euler, mediante una clase de operaciones admisibles en la
cual entran las operaciones aritméticas, las potencias, las raices y las
soluciones de ecuaciones algebraicas. A ellas, Euler adjuntd las
T P funciones trascendentes elementales: e z, In z y las funciones

ﬁ(ﬁoncepto de funcion logaritmica {6-2} trigonométricas (Euler , 1748, p.5). Asi mismo, Euler, defini¢ las
funciones polindmicas, las trigonométricas y las exponenciales:
"Potestas quantitatis constantes a, Exponentem haben variabilem z"

FUNCION LOGARITMO COMO INVERSA elevacion de potencias, con lo cual se hizo
posible aplicar a los logaritmos procedimientos

Se considera de importancia que los profesores
de matematicas incorporen a la presentacion
tradicional de la funcion logaritmica como inversa
de la funcion exponencial, sus conocimientos
sobre las caracteristicas de la funcién

algebraicos (Wieleitner, 1932). Su contribucién
no se limitd a su definicibn en términos de
exponentes, sino que en 1747 escribid a
D’Alembert (1717-1783) explicando el status de

los logaritmos de numeros negativos.

logaritmica, ademas de su caracterizacién a

partir de la progresion geométrica y aritmética y Existe un momento en la evoluciéon de estos
las propiedades de expresadas anteriormente. conceptos, en el cual se generaliza la idea
y define el concepto de logaritmo como

La profundidad con que los profesores asocien
momentos del desarrollo y su comprension les
permita generar otras estrategias de clase que
recaen sobre aspectos como:

Euler fue el primero que vio en la logaritmacion
una de las dos operaciones inversas de la

exponente, viendo en la logaritmacién una de
las dos operaciones inversas de la elevacion de
potencias, con lo cual hace posible aplicar a los
logaritmos procedimientos algebraicos.
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EZ [18:711752] Fa- P18: Gacharna (2012).rtf

El establecimiento de una nocién de funcién por parte de Leonhard
Euler (1707 - 1783) genera que las curvas conocidas adquieran una
correspondiente escritura analitica, entre ellas la curva logaritmica, esto
produjo que se observaré la relacion entre los exponentes y los
logaritmos, en la observacion de las funciones exponencial y
logaritmica, la una como la inversa de la otra.

* Conocimiento de la historia del concepto {7-3}

“Funcién logaritmica como inversa. {3-1}

Pra

5= P29: Ferrari (2001).rtf

is part of |

Con Euler quizas se inaugura una nueva etapa, en la cual se vincula
\ claramente a los logaritmos con la funcién exponencial, pese a que
"\,. encontramos estas ideas en las exploraciones de Leibniz y Bernoulli

A acerca de exponenciales. Se los instituye como funciones inversas una
de la otra y se los relaciona con el modelaje de fenémenos de la
naturaleza.

En su obra, Euler introduce asi el logaritmo como funcién inversa de la
exponencial. También enuncia Euler su “regla de oro para los
logaritmos”, la cual afirma que si hemos calculado logay, entonces se
puede calcular log en base b de y, siendo b cualquier otra base
mediante la formula: log base a de y dividido entre log base a de b.

CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA Y REPRESENTACIONES
INSTRUCCIONALES

ESTRATEGIAS USUALES DE ENSENANZA

De nuestro estudio se desprende que si un
profesor de matematicas desea encontrar
la mencion sobre estrategias usuales de
ensefianza de logaritmo o funcién logaritmica,
puede acudir a los siguientes autores en cuyas
publicaciones ademas se encuentran sugerencia
y argumentos sobre formas mas elaboradas de
conocer el concepto y llevarlo a las aulas.

EL LOGARITMO COMO NUMERO

En lo que respecta al logaritmo como numero
se presentan dos ejemplos que abordan
aspectos concernientes a la comprension de
los estudiantes del logaritmo, vinculada con las
oportunidades de explicacién y acercamientos
que se puede hacer en el aula, teniendo presente
que cuanto mas profundo es el conocimiento del
profesor, mayor sera la posibilidad de enfocarse
en una etapa como en este caso, el logaritmo
como numero.

Z{CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSENANZA Y

g logaritmo como nimero {3-1} is part of
? T
— P15: Berezovski, (2004).rtf

The traditional curriculum does not place enough emphasis on
logarithms as numbers. Students have encountered a variety of obstacles
in the process. To overcome these obstacles students could complete
the following task: Organize in increasing order the following set
ofnumbers {-log2, log5, logl/2, log|, -log3/4}.
v

[15:4][1790]
Students have to establish an operational character of logarithms. What
is a log of one and the fraction? For example, log7 and -log7 are
operationally opposite. However, their inputs are not opposite in
magnitude because -log7 = log1/7 and -log7 -it log(-7).

. EBsnT39)

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, P18: Gacharna (2012).rtf

En la parte histérica de este trabajo se aclaré que el contexto bajo el
que aparecieron los logaritmos fue la reduccién de trabajo en los
calculos astronédmicos, es decir, el contexto de aparicion es
estrictamente numérico, nimeros desprovistos de cualquier magnitud
en diferentes operaciones.

continyed by

[18:2][1742]
Teniendo en cuenta que el contexto de aparicion de los logaritmos es
netamente numérico, se puede decir que esto es un obstaculo pues la
mayoria de los estudiantes estan acostumbrados a que los conceptos
que abordan tengan alguna aplicacién inmediata en contextos de la
naturaleza o de la vida cotidiana

RELACION ENTRE PROGRESION
ARITMETICA Y PROGRESION GEOMETRICA

La mayoria de los documentos analizados para
esta investigacion retoman la relacion entre la
progresion aritmética y la progresion geométrica,
no solamente como un episodio del desarrollo
histérico sino como la génesis del concepto

que puede ser actualmente utilizada en la
ensefianza y comprension del logaritmo y la
funcién logaritmica. A continuacion se presenta
un ejemplo de los documentos que el profesor
puede consultar:
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% Relacién entre progresion aritmética y progresion geométrica {13-1} | — is partof >

P27: Kastberg (2002)

BiZ| P29: Ferrari (2001).rtf

P18: Gacharna (2012).rtf

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

= P28: Gonzalez y Vargas (2007)

P14: Abrate y Pocholu (2007).rtf

Se enfatiza sobre esta caracterizacion de la
funcion logaritmica, debido a que de acuerdo con
Escobar (2012) en su investigacion se establece
que los maestros desconocen la razén de la
naturaleza de la funcién logaritmica: la relacion
entre progresiones geométrica y aritmética.
Afirma en su estudio que los logaritmos se
estiman como un concepto dependiente de

la potenciacion, en su aspecto operacional.
Propone esta investigadora que se resalte la
operatividad individual de ellos, y de hecho se
resalte el orden del desarrollo de los logaritmos
con respecto a la potenciacion, pues es a
partir de la logaritmacion se establecieron las
potencias y es solo hasta Euler (1707-1783) que
se hizo una conexion algebraica entre ambas.

4
v

B2 [18:5]367]

La primera nocién de la relacién logaritmica es la comparacion entre la

FtRelacion entre progresion aritmética y progresion geométrica {13-1} | — i partor —» % CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSERIANZA Y

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

E:% P18: Gacharna (2012).rtf

~ BB 118:161[625]

% CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSERNANZA Y

progresion aritmética y la geométrica. Dentro de la profundizacion de
esta relacion se destacan los antecedentes de la progresion geométrica
en la antigliedad, en el renacimiento por Chuquet y Stifel, y la
prostaféresis, aunque no muestra una relacién entre las
progresiones aritmética y geométrica si da un acercamiento a la regla
de formacion que esta relacion implica.

Por otro lado habia una curva de la cual no fue tan facil dar el area bajo
la curva, la llamada hipérbola equilatera se "resistia” a ser cuadrada,
aun cuando la regla de las potencias cuadraba a todas las demas
curvas, hasta que Saint Vincent encontré que la solucién tenia que ver
con la relacion entre las progresiones aritmética y geométrica, ahora

llamada logaritmica.

PROPIEDAD DE CONVERTIR EL PRODUCTO
EN SUMAY OTRAS PROPIEDADES

El poder expresar el producto de un logaritmo
como la suma de dos logaritmos o la resta de
dos logaritmos a través de un solo logaritmo,
caracteriza a la funcion logaritmica desde
su génesis. Esta la intencién de buscar un
mecanismo matematico que permitiera expresar

el producto en suma y las divisiones en restas;
explicaciones que se encuentran ampliamente
detalladas en los documentos seleccionados en
este estudio, alcanza un gran valor en el avance
de la comprension por parte de los profesores,
lo cual puede tener importantes repercusiones
en las estrategias de ensefianza.

EZE28:1][21]

“ CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSENANZA Y

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

e

[i5| P28: Gonzalez y Vargas (2007)

“Propiedad de convertir el producto en suma y otras propiedades {8-1} | ..

El germen sobre el que se construye el concepto de logaritmo, se puede
encontrar en un trabajo de Arquimedes (aprox. 287-212 a.C)) relativo a
los nimeros gigantescos, donde se menciona que la suma de los
«ordenes» de varios nimeros (equivalentes a sus exponentes tomando
la base 1001000.000) corresponde al «orden» del producto de dichos
numeros ( Torija, 2003).

|

La multiplicacién de dos términos de la progresion geométrica produce
un término, cuyo exponente es la suma de los términos
correspondientes en la progresion aritmética, y la division de dos
términos de la progresion geométrica produce un término, cuyo
exponente es la diferencia de los correspondientes términos en la
progresion aritmética. (Kline, 1990), (Wussing, 1989)

B 128:71(112)

Como complemento a las tablas, el inventor de la «regla de calculo»,
William Oughtred (1574 -1660) enuncié de forma explicita, hacia 1650,
las siguientes propiedades de los logaritmos:

§log mn = log m + log n,

§log =logm -log n

§log xn = nlog x

Si bien la definicion de logaritmos entendidos como los exponentes de
las potencias que representan los nimeros con una base fija, como en el
esquema de Briggs, se convirtié en un acercamiento comun, esta
definicion no se utilizo en los inicios del siglo XVII porque no se usaban
los exponentes fraccionarios e irracionales.




ISSN 2256-153686

2020

8 2 AGOSTO

52 -

(8):

REDIPE 9

BOLETIN

REVISTA

UNA REVISION DE LA LITERATURA EN ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE LOS LOGARITMOS (2000-2013): HISTORIAY EPISTEMOLOGIA

Dada la importancia de lo expresado en el
parrafo anterior, se amplié la investigacion
inicial a otros dos documentos y se expone en la
ultima seccién de este informe las conclusiones
concernientes a la comprensioén de esta cualidad
de la funcién como uno de los aspectos problema
en el aprendizaje de ellas. Esta explicacion se
encuentra en la ultima seccion del informe.

REGISTROS TABULAR, GRAFICO Y
ANALITICO

Los registros de representacion son usados

en cada una de las etapas de evolucion del
concepto. Se encuentran en esta red de
segmentos una explicacién sintetizada vy
especifica sobre elementos matematicos que
fueron la génesis de la funcién logaritmica y
en un primer momento del concepto logaritmo,
tales como: progresion aritmética y geométrica,
correspondencia entre pares de términos de
estas secuencias y la posibilidad de convertir
una multiplicacién en una adicion.

& Registros tabular, grafico y analitico. {15-1}
I\\ A -

ishartof ST

% CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSENANZA Y
REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

P28: Gonzalez y Vargas (2007)
[28:9][138]

El calculo de logaritmos por medio de series infinitas, se hizo mas tarde

gracias a James Gregory (1638-1675), Lord Brouncker (1620-1684),

Nicholas Mercator (1620-1687), Wallis (1616-1703), Newton (1642-1727)
y Edmond Halley (1656-1742). La primera parte de la Logarithmotechnia
de Mercator, trata del calculo de los logaritmos por métodos que se
derivan de los que utilizaron Napier y Briggs; la segunda parte contiene

varias férmulas de aproximacién para el célculo de logaritmos

[18:8][1764] P18: Gacharna (2012).rtf
Como se documentd en la parte histérica del desarrollo del calculo la
busqueda de la expresion de la cuadratura o el area bajo la curva de la
hipérbola equilatera, se convirtié en algo importantisimo pues no
funcionaba de la misma forma que las demas funciones racionales o
polinémicas.
La solucién se dio por parte Saint Vincent al darse cuenta que la
relacién entre el area bajo la curva de la hipérbola equilatera estaba en
progresion aritmética con respecto a la abscisa si estas estaban en
progresion geométrica (Maor, 2006).

N

[29:2][4027] P29: Ferrari (2007).rtf
la representacion gréfica cobra importancia en las exploraciones del
siglo XVII dentro del calculo. Se le confiere en este momento un enfoque
mas geométrico, asociandolos a aquella curva de subtangente constante.
No existe una distincion clara entre las funciones exponenciales y
logaritmicas, las cuales genéricamente eran tratadas como
“logaritmicas” o “logisticas”.

Concerniente a la representacion de los
logaritmos existe también la necesidad de una
comprensiéon amplia por parte de los profesores,
no solo del desarrollo histérico sino también
referido a las dificultades de comprensién que
su notacién conlleva, es por esta razén que en
la parte final, seccion siguiente, de este trabajo
se decidioé también ampliar la indagacion con un
documento adicional.

CONOCIMIENTO DE LOS PROCESOS DE
APRENDIZAJE DE LOS ESTUDIANTES

En el documento titulado “Students’
understanding of logarithmic function notation”,
la autora afirma que su intencién no es buscar
especificamente en el proceso de aprendizaje,
sino identificar aspectos de la comprensién

y concepciones que se han formado en los
estudiantes como resultado del aprendizaje.
El marco utilizado para este estudio es la
teoria de la perspectiva formulada por Gray y
Tall (1994), que propone y aqui rescatamos
como un aporte a la formacion del profesor, lo
concerniente a la representacion algebraica de
la funcion logaritmica en cuanto a conocer que
el uso de simbolos matematicos permite a los
estudiantes considerar conceptos matematicos
para ser a la vez un proceso y un objeto, y
que es la capacidad de hacer frente a esta
doble naturaleza de la notacién que separa al
estudiante de matematicas menos capaz de los
mas capaces.

En el caso del logaritmo si tomamos la expresion
log(x) = y, no es inmediato el analisis que
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permita al investigador decir que representa
simultaneamente el proceso de cémo calcular el
valor de la funcion f(x) para un valor particular
de x y el objeto, es decir el concepto de funcién
para un valor general de x, porque la notacion
usada lleva a considerar el logaritmo de x,
a la vez como un valor de entrada equis pero
también como la cantidad de factores que se
necesitan, dada la presentacion que de ellos se
hace en la mayoria de textos: log (x) =y siy
solosi ay =x.

De Kenney (2005), respecto a la categoria que
en esta investigacion llamamos conocimiento de
los procesos de aprendizaje el estudiante, se
desea destacar las siguientes afirmaciones:

En la comprension de la funcién logaritmica, el
profesor, debe asegurarse que el estudiante
debe ser capaz de interpretar la notacién y
simbolos involucrados. En el caso de los libros
de textos quienes dan la definicién de funcién
logaritmica como ; los estudiantes para ser
exitosos en el trabajo con esta funcion, deben
ser capaces de entender esta notacion como
mostrando tanto el proceso como el objeto
(Weber, 2002b). La notacién del logaritmo es
usada para referirse a una especifica funcion
logaritmica y también como un indicador del
valor que necesita ser usado en un proceso
de exponenciacion. El valor de x es ambos, un
valor de entrada para la funcién logaritmica y el
producto de y factores de a (Weber, 2002b).

B2 13:1][9]

P

To be successful, students must be able to interpret the symbols used
as both an expression of the object of a logarithm and an indication of

1999; Sajka, 2003; Weber, 2002b).

[13:2][9]

notation used in logarithmic and exponential functions is often
misunderstood by students and becomes a hindrance to their
conceptual understanding of log functions (Stacey & MacGregor, 1997).

BZE [13:14]26]

the process needed to work with the function (Gray & Tall, 1994; Kinzel,| -
i product of y factors of a (Weber, 2002b).

% Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante {23-0}

Y »
P "

(B 13:101[19] pz| P13: Kenney, 2005. Notacién logaritmos.rtf

The value x is both an input value for the logarithmic function and the

(IR
B 13:6][19]
Hurwitz finds that logarithmic notation leaves students “bereft of a
succinct way to verbalize the operation performed on the input” (p.344),
and that the change from the familiar f(x) makes it difficult for students
to interpret the logarithm as a function output

For logarithms, an example of an elementary procept might be the
symbol log(x), in the equation log(x) + log(x -9) = 1. The symbol
represents an object that can be decomposed and recomposed into a
new object according to the properties of logarithms, and also indicates
the process of exponentiation

Al respecto Kenney (2005) indaga con varios
estudiantes, a través de las siguientes preguntas:

a, loga(2) = or #(circle one) logs(2)

b. log.(1) =or # (circle one)  log(l)

& logs(x) + logs(x+1)  =or # (circle one)  logs(x) + logs(x+1)
d. In(x) =or #(circle one)  logwlx)

Figure 1. Paired expressions problems from the questionnaire
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Algunos de los hallazgos con los estudiantes
son que 26 de los 59 estudiantes utilizaron el
argumento para decir que las bases no son
iguales, para establecer erroneamente que las
expresiones en b no eran iguales. La notacién
aqui no parecia sugerir un proceso u objeto,
tal vez debido a los valores genéricos para
las bases. Los estudiantes no vieron relacion
significativa en los simbolos de registro que
apoyaron la actividad matematica (Kinzel, 1999).

DE LOS LOGARITMOS (2000-2013): HISTORIAY EPISTEMOLOGIA

Otro resultado sorprendente fue que 35 de 59
estudiantes respondieron a la pregunta d que In
(x) era equivalente a log (x).

La misma falta de comprension procedimental
y conceptual de los logaritmos se exhibié en
cuestion c. Aqui, 19 de los 59 estudiantes
creian que las expresiones son equivalentes, la
mayoria razoné que log erairrelevante, ya que
podria ser “anulado”. La notacion logaritmica,
obviamente, no tenia ningun significado para
estos estudiantes.

o]

# Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante {23-0}

B 13:271162] P13: Kenney, 2005. Notacién logaritmos.rtf
I: So what happened to log? Why is log in this first line but not the
second? Anna: They cancel out.
I: Can you explain?
A: | don't know. | think that's how | remember it is they cancel out. I:
What does canceling out mean to you?
A: They have a, | don't know if complementary is the right word, but
another one was
there...so that positive or negative or something like that. Two of
something.
I: When you look here [pointing to x (x+1)] you think multiplication.
When you look here
[pointing to log5(x+4)] do you think multiplication?
A: No...this | see as something with like an exponent like 5 to the
something equals x +4.
Anna was relying primarily on memorized facts, justifying her thoughts
by saying what she recalled from class. She also exhibited algebraic
misconceptions about the concept of canceling.

Registros tabular, gréfico y analitico. {15-1}
X

[13:28][73]

Anna’s last statement in the transcript is interesting because it shows
that when given a single log expression, the notation suggested a
process of exponentiation. Both Anna and Lynn further demonstrated
procedural understanding on the other tasks.

explains
=

™ B2 [13:26][60]

Anna, on the other hand, initially recognized the logarithms in Equation

1 as objects that

could be manipulated and that needed to be converted into a new
object before processes could be applied. However, she used the
properties of logs incorrectly and dropped the logarithmic notation
from the problem, producing x(x+4) = 1. She, like Lynn, did not
possess any real understanding of the concept of logarithms or any

panc

anticipation for using exponentiation in the solving process. She simply

solved the resulting quadratic equation and obtained two irrational
solutions, which she did not check back in the original problem. Her
work is described below:

Una de las observaciones interesantes en
este procedimiento es que las dos estudiantes
recuerdan una propiedad que les permite
cancelar y proceden sin darle ningun significado
al logaritmo, sin embargo en el caso de Anna
en la ultima frase deja ver que si la expresién
de logaritmo es simple como en el caso de , la
estudiante expresa que esto sera algo como un
exponente 5 de algo, igual a . Es decir, en esos
casos simples para ella si sugiere un proceso de

exponenciacion.

Otros hallazgos concernientes a la indagacion
titulada Students’ understanding of logarithmic
function notation.

1. EN CUANTO A LOS CONOCIMIENTOS
DEL PROFESOR SOBRE LOS
PROCESOS DE APRENDIZAJE DE
LOS ESTUDIANTES

Es importante anotar que la autora de esta
publicacién concluye que sus descripciones
apoyan la idea de Gray y Tall (1994) acerca
de que los estudiantes menos capaces no
estan aprendiendo las técnicas correctas mas
lentamente, sino que desarrollan sus propias
técnicas. De hecho, al final de la entrevista,
después de que el investigador ayudd a Lynn
a recuperar propiedades de los registros, para
que pudiera producir la solucién correcta a
este problema, ella admitié que ella recordaba
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el hacer el problema de esa manera, pero que logaritmicas (Stacey y MacGregor, 1997).
su método “parecia mucho mas facil”; ella no
hizo ningun reconocimiento de que su método
esta violando leyes de las matematicas; los
estudiantes examinados en este estudio no
mostraron indicios de alejarse de sus diferentes
métodos o reconocer sus errores, a pesar de las
indicaciones individualizadas que el profesor
escribia en la solucién que ellos daban a los
ejercicios en las evaluaciones.

Los estudiantes han aprendido las funciones
que han sido presentadas mediante una
notacién que da claramente una regla acerca
de qué hacer con el valor de entrada (Hurwitz,
1999) mientras que la funcién logaritmica no es
considerada de esta misma manera.

En la comprension de la funcion logaritmica
debe asegurarse de ser capaz de interpretar la

2. EN CUANTO CONOCIMIENTO DE notacion y simbolos involucrados. En el caso
ESTRATEGIAS DE ENSENANZA de los libros de textos quienes dan la definicién

Y REPRESENTACIONES de funcién logaritmica como ; los estudiantes
INSTRUCCIONALES para ser exitosos en el trabajo con esta funcion,

deben ser capaces de entender esta notacion

Los estudiantes menos capaces no son como mostrando tanto el proceso como el objeto
simplemente aprendices lentos, pero lo son, de (Weber, 2002b). La notacién del logaritmo es
hecho, desarrollando diferentes técnicas para la usada para referirse a una funcién logaritmica
solucion de problemas debido a interpretaciones especifica y también como un indicador del
de los simbolos. valor que necesita ser usado en un proceso

de exponenciacién. El valor de x es ambos, un
valor de entrada para la funcién logaritmica y el
producto de y factores de a (Weber, 2002b).

La notacion utilizada en funciones logaritmicas y
exponenciales es a menudo mal interpretada por
los alumnos y se convierte en un obstaculo para
su comprension conceptual de las funciones

“CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSERNANZA Y
REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

w i partr

Y —
o % Registros tabular, grafico y analitico. {15-1
P27: Kastberg (2002) 9 g N y s-1
VAN e T e 25 27:161[648]

7S48 [T e

These regularities can then be adapted to new situations we encounter.
Concepts must be connected to form schemas. Connections for Skemp
take the form of relations and transformations. A relation is a common
idea connecting two concepts

According to Skemp (1987), a mental representation of common
properties abstracted from experiences, either mental or physical, is
referred to as a concept. Hence in a schema it is the concept that is the
mental representation. If we want to be able to use our experiences in - _ AN
the future, they cannot be represented exactly as they have occurred. iy *
Instead, they are examined in search of regularities. [27:17](648]

atinued

“ For example, if one considers the following pairs of functions: f(x) = 2x,
B2 [27:18]654] f-1(x) = log x; g(x) = 3x, g-1(x) = log x; h(x) = 5x,

h-1 (x) = log x, the relation between the two would be "is the inverse
function of.” A transformation “arises from our ability to ‘turn one idea
into another’ by doing something to it” (p. 23). For example,

8 = 23 ?log8 = 3 is a transformation. Both relations and
transformations help form
connections between existing concepts and new concepts.

In the Pirie-Kieren theory, when a student is at the level of image ~ tinued
making, the images may be either external or internal, but when the
image having level is attained, the images are internal. The general
quality of the images made has been abstracted.
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Kastberg (2002) plantea que ella considera
que si los estudiantes comprenden la funcién
logaritmica ellos la recordaran. “Si yo ensefio
diferente el concepto, yo considero que los
estudiantes entenderan... Mi investigacién
produce una coleccién de material basado sobre
aproximaciones que incluyen la introduccién
tradicional de la funcién logaritmica como la
inversa de la funciéon exponencial. Otras dos
aproximaciones que también parecen efectivas:
histérica (Toumasis, 1993; Katz 1995) y la funcion
logaritmica como un area (Schoo Mathematics
Study Group, 1965).” (Kastberg, p. v).

Kastberg (2002) en lo referido a la funcion
logaritmica, como la inversa de la funcion
exponencial, afiade algunas afirmaciones desde
otras teorias, que consideramos amplian el
campo de comprensiéon de los profesores en
cuanto a la mirada que ellos pueden tener al
ensefar dichas funcionesUna transformacion
“surge de nuestra capacidad de ‘convertir una
idea en otro’ por hacer algo a ella “(Pag. 23). Por
ejemplo, 8 =22 — log 8 = 3 es una transformacion.
Ambas relaciones y transformaciones ayudan
a formar conexiones entre los conceptos
existentes y nuevos conceptos.

% Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante {23-0}

*,

P27: Kastberg (2002)
N

[27:7][703]

The result of this oversight has been a focus on students’ errors as
“bugs” (Brown & Burton, 1978). and the popular term used today
misconceptions. Much of what is labeled misconceptions in
mathematics could simply be attributable to the reconstructive function

of memory.

[27:8][703]

One good example of this function of memory are overgeneralizations
(Byers & Erlwanger, 1985) made by students studying the notation of a
new concept such as the sum property of logarithms. The students
remember this property as logb A + logb B = logb (A + B), an
overgeneralization of the distributive law. Much of what students are
asked to do in college algebra is based on remembering rather than

understanding.

Concerniente a generalizaciones de propiedades
o procedimientos que conllevan a conceptos
erroneos de los estudiantes, un ejemplo es la
propiedad distributiva que ellos suelen aplicar
erroneamente en la suma de logaritmos, de
tal manera
sobregeneralizacion de la ley distributiva, que
coinciden con observaciones en la gestion de

lo solucionan acudiendo a una
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la ensefianza en el aula (Vargas, Gonzalez y
Vargas, 2020)

Al respecto también se sugiere en esta
investigacion:

% Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante {23-0}

& Propiedad de convertir el producto en suma y otras propiedades {8-1}

[27:5][608]

P27: Kastberg (2002)

For example, consider the addition of logarithms: log 4 + log 5. A
student might connect this representation to his or her knowledge of the
distributive property. This connection will result in the following
calculation: log 4 + log 5 = log 9. Hence the idea is adjoined, but the
connection is not useful. This connection can be modified through a
process that Hiebert and Carpenter call reorganization. Reorganization
can occur when a student reflects on his or her thinking and is aware of
an inconsistency. For example, if a student subsequently sees log 4 +
log 5 = log 20, he or she may have cause for reorganization. The new
information is not consistent with current mental representations for

adding logarithms.

Como la autora anuncia en la introduccion de su
investigacion, ella estudia dos aproximaciones
a la historia del concepto logaritmo y funcién
logaritmica, desde la optica de su uso en la
ensefanza, dado que ella considera que estas
parecen efectivas: histérica (Toumasis, 1993;
Katz 1995) y la funcién logaritmica como un
area (Schoo Mathematics Study Group, 1965).
Encontramos asi los siguientes segmentos
que hacen referencia a conocimientos que se
consideran importantes del dominio del profesor
de precalculo y en general los profesores de
matematicas.

En esta misma linea de ideas, la siguiente red de
segmentos correspondientes a cada uno de los
aspectos que se estan caracterizando en nuestra
investigacién, se encuentran entre cruzados
al interior de Conocimiento de estrategias de
ensefianza y representaciones instruccionales y
Conocimiento de la historia del concepto.

La importancia que tuvo la relacién establecida
entre una progresibn geométrica y una

progresion aritmética en la génesis del concepto
de logaritmo, es retomada por Kastberg y
vinculada a las investigaciones en didactica de
la matematica llevadas a término por Confrey
and Smith, quienes en uno de sus estudios
examinan la interpretacion que los estudiantes
pueden hacer, sobre dicha relacion, a través
de valores dados a ellos en varias tablas de
datos; vinculos que también son explicitamente
abordados en la construccion de la grafica de la
funcién logaritmica propuesta por Vargas, Pérez
y Gonzalez (2011).

La literatura citada ayuddé a Kastberg a darse
cuenta que las representaciones externas y
las conexiones que los estudiantes conocen
podrian ser usadas como evidencias de sus
creencias. Desde alli y con las concepciones
de los estudiantes y su aplicaciéon del concepto
matematico ella podia hacer sus hipotesis sobre
los conocimientos de los estudiantes.
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% Relacion entre progresion aritmética y progresién geométrica {13-1}

Is part of B > -
£ CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE ENSENANZA Y| ™ [27:19][749]

REPRESENTACIONES INSTRUCCIONALES {6-5}

First, it illustrates that multiplication in the geometric sequence
corresponds to addition in the arithmetic one
- % Génesis del concepto de logaritmo. {14-1}
P27: Kastberg (2002) N S K}
B [27:23][766]

% Conocimiento de la historia del concepto {7-3} N

is part of

35éRegistros tabular, grafico y analitico. {15-1}
VI ¥

B [27:20][750]

Second, Confrey and Smith (1994) identified the idea of a multiplicative

ISSN 2256-153686

2020

AGOSTO

8 2

REDIPE 9 (8): 2 -

BOLETIN

REVISTA

unit and a multiplicative rate as primitive actions of students. In
interviews with students, Confrey and Smith presented the students with
a table of values meant to represent the division of a cell over time. The
time, starting at zero, was given in integral values, while the number of
cells was given in powers of 9. Students identified multiplication by 9 as
the action for moving down the table and division by 9 as the action for
moving up the table. According to Confrey and Smith, the students also
identified various powers of 9 as a constant ratio between terms. For

Third, the summary of the invention of logarithms indicates the vital
role that representation played in Napier's conjectured solution to the
density problem in the coordination of the actions of two sequences.
This representation along with his ingenious idea of two points moving
along these lines allowed Napier to see how the terms in the sequences
could be related using of the positions of the points.

example, they found the ratio between successive

En las conclusiones presentadas en Kastberg
(2002) se parte de un estudio en el cual los
participantes fueron los estudiantes matriculados
en algebra universitaria en un instituto de una
comunidad agraria, RC. Todos los instructores
tiempo completo de ensefianza de algebra
universitaria en RC durante el otofio, ano 2000
fueron contactados y se les pidié si deseaban
ser voluntarios para ser observados mientras
que realizaban la ensefianza de la funcién
logaritmica — tres visitas- . Se seleccionaron los
voluntarios. La seleccion se basa en la hora y el
dia que cada instructor estaba ensefiando y la
fecha en que iba a comenzar la presentacion de

la funcién logaritmica.

Para lo anterior, un curso de 3 horas al
semestre RC, fue disefiado en torno al
concepto de funciones algebraicas
y trascendentes; el ultimo tema del
semestre en el &lgebra universitaria era
funciones logaritmicas. Aproximadamente 5
horas de la instruccién se gastaron en este
concepto.

Una de las ideas de los estudiantes es que
comprender matematicas implica relacionar o
reemplazar niumeros en formulas, asi presenta
el caso de Janine:

= P27: Kastberg (2002)

"N ¥

of the logarithmic function and its properties consisted of naming
procedures and notations. The four primary names she used were

Terms such as base were not defined.
3 ]
B [27:26][1295]

Representation. Jamie worked in two representational modes during
this phase of the study: oral and written. Her use of oral representations

inue:

converting, exponents, logs, and properties. Teacher 1 had used each of
these terms in class during her presentation of the logarithmic function.

% Conocimiento de los procesos de aprendizaje del estudiante {23-0}
A b T

N

B [27:28][1294]

During the instructional phase of the study Jamie made connections
between written representations of the logarithmic function. She
connected names, notations, and procedures. The term convert is a
good example of this practice. On Jamie's map of the logarithmic
function, she linked exponents and log with the name convert. This
name represented a procedure that she illustrated notationaly with an
example.

Jamie also connected names and notations for which she did not yet
have procedures. On her map Jamie included a category: properties of
logs. This name was connected to two notations: loga MN =loga M +
loga N andloga M= ploga M linked to a question mark. Jamie
realized that these notations were important, but she did not have a
procedure for them yet. Teacher 1 had talked about them in class, but
Jamie could not use the properties. Jamie's connected names and
notations with problems and the procedures used to solve them. When
she could not associate the names and notations with problems, she “did
not understand” them.
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En sintesis en cuanto a las creencias de esta
estudiante tenemos que Jamie encontrd
la funcion interesante y se ha centrado en
convertirse en experta con sus términos,
notaciones y procedimientos asociados a la
funcion logaritmica. Esta practica era compatible
con el deseo de Jamie de hacer bien los
examenes. Ella creia que la funcion logaritmica
era como cualquier otro concepto matematico;
es decir, si pudiera aprender a asociar tipos de
problemas con los nombres, la notacion utilizada
para resolver el problema y el procedimiento
para hacer el problema, la estudiante sentia que
en ese caso podria hacer bien en la prueba:
ello fue observado como la manifestacion de
una creencia general

Referente a los aportes en esta investigacion:

Se sugiera a los profesores leer el capitulo
correspondiente al marco teérico que se utilizaen
esta investigacion, Understanding mathematical
concepts: the case of the logarithmic function,
dado que la autora realiza una revision a la
diversidad de conceptualizaciones concernientes
a comprension.

1. CONOCIMIENTOS DEL PROFESOR
SOBRE LOS PROCESOS DE
APRENDIZAJE DE LOS ESTUDIANTES

En el marco tedrico de la tesis Understanding
mathematical concepts: the case of the
logarithmic function la autora analiza que
en las cuatro teorias que ella revisa, existen
cinco elementos en comun, los cuales son: los
obstaculos para la comprensién, la modificacion
para la eficiencia o para superar los obstaculos,
base para la comprension, la representacion
mental y conexiones. Aunque el lenguaje y las
perspectivas de las teorias de los investigadores
difieren, cada una de las teorias hace uso de
estos cinco elementos.

2. CONOCIMIENTO DE ESTRATEGIAS DE
ENSENANZA Y REPRESENTACIONES
INSTRUCCIONALES

Concerniente a generalizaciones de propiedades
o procedimientos que conllevan a conceptos
erroneos de los estudiantes, un ejemplo es la
propiedad distributiva que ellos suelen aplicar
erroneamente en la suma de logaritmos, de
tal manera lo solucionan acudiendo a una
sobregeneralizacién de la ley distributiva.

Al referirse a la funcién logaritmica como la
inversadelafuncién exponencial esenriquecedor
tener presente que por ejemplo, 8 = 2® — log 8
= 3 es una transformacion. Consideracién que
es necesario tener como referente al intentar
desentrafiar momentos de la comprension del
concepto, dado que una transformacion “surge
de nuestra capacidad de ‘convertir una idea en
otra’ por hacer algo a ella “(Skemp citado por
Kastberg, 1987, 23.).

OTRAS CONCLUSIONES Y
RECOMENDACIONES

Se invita al lector a examinar los esquemas que
se presentan, en este informe, en el proceso
de identificacion de las diferentes categorias
de andlisis sobre los aspectos concernientes
al desarrollo historico, los cuales le brindan a
los profesores en formacion y a los docentes
en ejercicio un mapa para seguir en cuanto al
estudio y comprensién de este tdpico especifico.

La formacion de los docentes en cada concepto
y en general en cuanto a los aspectos que
concierne a la comprension; aprendizaje
y la ensefianza, es un ambiente vasto con
considerables variables, algunas de las cuales se
pueden detectar en cada uno de los segmentos
que sirven para ilustrar nuestra investigacion.

El conocimiento de la historia no per se, sino
encaminada y delimitada dentro de algunas
de las categorias que hemos utilizado, es una
herramienta valiosa, declarada en todas las
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investigaciones consultadas, que se inserta con
profundidad en la formacién de los profesores.

La riqueza que encierra este documento
para la formacién de los profesores, se
encuentra desde el primer aspecto en el cual
se distinguen elementos del CDC y pasa por
todas las categorias directamente vinculadas
al conocimiento y uso de la historia, para
finalmente exhibir su fuerza tanto en los
hallazgos en los siete documentos iniciales,
como en la investigacién se debe continuar;
encaminada a las estrategias concernientes a
deconstruir el concepto y la trayectoria hipotética
de aprendizaje del concepto funcién logaritmica,
en los estudiantes para profesor.
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