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RESUMEN

La investigacion sirve el propdsito de realizar
aportes en la caracterizacion del pensamiento
variacional manifestado por un grupo de 24
estudiantes que se forman para ser profesores
de matematicas, cuando resuelven problemas
que involucran ecuaciones lineales diofanticas
de la forma ax+by = ¢ . El estudio tuvo un
enfoque cualitativo con un disefio desde la teoria
fundamentada. La estrategia metodoldgica,
estuvo compuesta por un trabajo paralelo entre
tres intervenciones que agruparon actividades
didacticas como fuentes de datos, los procesos
de codificacién abierta, axial, selectiva y el
analisis de datos permeados siempre por el
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método de comparacion constante, que condujo
al muestreo y saturacién tedrica. Los hallazgos
evidencian la forma de pensar variacional de los
participantes cuando a partir de sustituciones
y combinaciones de numeros enteros en la
ecuacion, establecen nexos y relaciones que
los llevan a formalizar, generalizar y probar.
Como resultado se caracterizd el pensamiento
variacional como proceso en la resolucion de
problemas, conformado por los subprocesos
transformar, formalizar, generalizar y probar
variacionalmente. Los resultados implican que
es posible seguir avanzando en caracterizar
el pensamiento variacional desde diversos
contextos.y diferentes dominios.

PALABRAS CLAVE: Pensamiento Variacional,
Resolucionde Problemas, TeoriaFundamentada,
Ecuaciones Lineales diofanticas.
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ABSTRACT

The purpose of the research was to contribute
to the characterization of the variational thinking
manifested by a group of 24 students who are
training to become mathematics teachers,
when they solve problems involving
diophantine equations of the form ax+by=c.
The study had a qualitative approach with a
grounded theory design. The methodological
strategy was composed of a parallel work
between three interventions that grouped
11 didactic activities as data sources, the
processes of open, axial, selective coding and
data analysis always permeated by the method
of constant comparison, which led to sampling
and theoretical saturation. The findings show
the variational way of thinking of the participants
when from substitutions and combinations of
integers in the equation, they establish links
and relationships that lead them to formalize,
generalize and prove. As a result, variational
thinking was characterized as a process in
problem solving, made up of the subprocesses
transforming, formalizing, generalizing and
proving variationally. The results imply that it is
possible to continue advancing in characterizing
variational thinking from different contexts and
different domains.

linear

KEYWORDS: Variational Thinking, Problem
Solving, Grounded Theory, Diophantine Linear
Equations.

1. INTRODUCCION

El pensamiento variacional ha sido caracterizado
desde diferentes contextos y finalidades. Para
algunos investigadores el
una forma de pensar y siguen los trabajos de
Jere Confrey y Guershon Harel (Thompson y
Carlson, 2017). Estos autores describieron la
naturaleza del pensamiento como razonamiento
covariacional (Confrey, 1991; Confrey y Smith,
1994; Confrey y Smith, 1995), cuantitativo
(Thompson y Thompson, 1992, Abril; Thompson

razonamiento es
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P., 2011; Thompson P. , Carlson, Byerley, y
Hatfield, 2014), continuo y discreto (Castillo-
Garsow, 2012; Castillo-Garsow, Johnson, vy
Moore, 2013), entre otros.

En contraste a lo anterior Smith (2008, 2017)
se refiri6 al pensamiento funcional
pensamiento representacional. Mientras
que Blanton y Kaput (2011) siguiendo esta
linea establecieron seis categorias
para caracterizar el pensamiento funcional.
Desde ofra mirada, Caballero y Cantoral
(2013), consideraron que para caracterizar el
pensamiento variacional deben articularse los
sistemas didacticos con las practicas sociales
que dan vida a la matematica desde la variacién
y el cambio y lo denominaron pensamiento y
lenguaje variacional.

como

misma

Por su parte Vasco (2003), caracterizé el
pensamiento variacional como wuna forma
de pensar dinamica, que intenta producir
mentalmente sistemas que relacionen sus
variables. Entre tanto, el Ministerio de Educacién
Nacional de Colombia (MEN, 2006), tiene una
vision mas amplia acerca del pensamiento
variacional relacionda con: reconocer, percibir,
identificar, modelar, representar y caracterizar la
variacion y el cambio desde diferentes contextos.

Laresolucion de problemas por su parte ha hecho
valiosos aportes, tanto en la investigacién como
en las practicas en el aula. Investigadores como
Schoenfeld (2016), Polya (1945), Mason, Burton
y Stacey (2010) han propuesto fases o etapas
y estrategias en la resolucién de problemas,
haciendo contribuciones significativas en este
campo ala comunidad de educacién matematica.

Los problemas que han dado origen a la
caracterizacion del pensamiento variacional,
generalmente estuvieron relacionados con el
concepto de funcién, proporcionalidad, limites
y derivadas. Se hizo énfasis en la solucion, no
se abordaron los procesos de resolucion. En
la mayoria de los casos, las caracterizaciones
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se han hecho desde la mirada y enfoque del
investigador o profesor de matematicas con
experiencia reconocida y no desde los datos,
que evidencian los resultados de los procesos
mentales a los que debe recurrir el participante
cuando resuelve problemas. A pesar de que
los problemas resueltos fueron en dominios
continuos, los resultados parecen mostrar que
los partcipantes pensaron en forma discreta.

En contraste a los contextos donde ha sido
caracterizado el pensamiento variacional, las
ecuaciones lineales diofanticas de la forma

ax + by = ¢, se caracterizan porque las constantes
a,b y ¢ son niumeros enteros y las parejas de
soluciones (x,y) a esta ecuacion se encuentran
en este mismo dominio. Por todo lo anterior,
la investigacion tuvo como propdsito intentar
dar respuesta a la pregunta cientifica: ;Cémo
es la naturaleza del pensamiento variacional
emergente de la resolucién de problemas que
involucran ecuaciones lineales diofanticas de la
forma ax + by = ¢ en profesores de matematicas
en formacion?.

1.1. Revision de la literatura

Patrick W. Thompson (1990, 2011), caracterizé
la covariacion en términos de conceptualizar los
valores de cantidades como variables y luego
conceptualizar dos o mas cantidades cuando
variaron simultaneamente. Sin embargo, para
Thompson la cantidad no es igual a un nimero,
definié cantidad como la conceptualizacién de
un objeto por parte de alguien, con un atributo
que puede ser medido (Saldanha y Thompson,
1998; Thompson y Carlson, 2017).

En este sentido la nocién de covariacién, es
la de alguien que tiene en mente una imagen
sostenida de los valores de dos cantidades
(magnitudes) simultdneamente. Implica acoplar
las dos cantidades, de modo que se forma un
objeto multiplicativo de los dos. En la teoria del
razonamiento cuantitativo de Thompson una
persona razona covariacionalmente cuando

REVISTA BOLETIN REDIPE 10 (4):

2

prevé que los valores de dos cantidades varien
y que lo hagan simultdneamente (Thompson
y Thompson, 1992, Abril; Carlson, 1998;
Thompson, 2011; Thompson P., Carlson,
Byerley y Hatfield, 2014; Thompson y Carlson,
2017). Su trabajo estuvo centrado inicialmente
en conceptualizar situaciones en aritmética y
luego en algebra.

Confrey y Smith (1994, 1995) fundamentaron
sus investigaciones en los temas de funciones
exponenciales y razones de cambio en sus
trabajos con estudiantes. Para Confrey y Smith
estos significados conceptuales tienen sus
raices en la resolucion de problemas de nimeros
racionales y los estudiantes experimentaron
obstaculos conceptuales al identificar el todo
cuando se multiplican fracciones. Precisaron
y definieron los términos unidad multiplicativa,
reiniciacion, partes multiplicativas y razén.

En cuanto a la covariacion como alternativa para
crear y conceptualizar relaciones funcionales,
los autores Confrey y Smith (1994, 1995)
consideraron dos enfoques: un enfoque de
correspondencia y un enfoque de covariacion.
Ellos afirman que en el curriculo prevalece el
enfoque de correspondencia con la notacién
funcional , al determinar un Unico valor de para
algun valor de dado. Mientras, que el enfoque
covariacional implica moverse operacionalmente
de ym a ym+1 coordinando con los movimientos

de xm axm+1.

Carlson y sus colegas (Carlson, Jacobs, Coe,
Larsen y Hsu, 2002) definieron razonamiento
covariacional, como las actividades cognitivas
implicadas en la coordinacion de dos cantidades
variables, mientras se tienen en mente las
formas y relacion en que cambia cada una de
ellas. Siguieron las ideas de Piaget (1970), en
cuanto a que utilizaron la palabra desarrollo
para significar que las imagenes de covariacion
pueden ser definidas por nivel, y los niveles
emergen en un orden de sucesion. En sus
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trabajos describireon cinco acciones mentales
y cinco niveles de desarrollo asociados a estas
acciones mentales cuando trabajaron con
estudiantes universitarios.

Como resultado de sus trabajos Castillo-Garsow
(2012, 2013) clasificaron dos formas diferentes
de pensar sobre el cambio: a) pensar sobre el
cambio en pedazos completos (pensamiento
robusto). Por ejemplo, pensar en lo que ocurre
totalmente en el intervalo de: una hora, luego
en un minuto, luego en un segundo y asi
sucesivamente, y b) pensar en el cambio como
un cambio en progreso (pensamiento suave).

Caballero y Cantoral (2013) en su trabajo con
profesores presentaron una caracterizacion de lo
que ellos denominaron pensamiento y lenguaje
variacional y la forma en que se desarrolla.
Describieron 'y Pylvar
mediante los siguientes elementos: a) situacion
variacional, b) argumentos variacionales, c)
cédigos variacionales, d) estructura variacional,
e) estrategia variacional, f) comparacion, g)
seriacion, i) prediccion, j) estimacion, k) tareas,
[) tabulacién, m) analisis de datos en tablas y n)
andlisis grafico.

caracterizaron el

Smith (2008), Blanton y Kaput (2011) afirmaron
que el pensamiento funcional es pensamiento
representacional centrado en la relacion entre
dos (o mas) cantidades variables. Establecieron
seis categorias para caracterizar el pensamiento
funcional: a) representar los datos como entrada-
salida, b) representar graficamente los datos, c)
representar los datos como pares ordenados,
d) encontrar relaciones funcionales, e) predecir
estados desconocidos utilizando
conocidos, y f) identificar y describir patrones
geométricos y numéricos. Todo lo anterior
como resultado del trabajo con estudiantes de
diferentes niveles educativos.

los datos

2. METODOLOGIA

La pregunta cientifica acerca de ¢;como es
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la naturaleza del pensamiento variacional?,
conduce al propésito central de la investigacion
consistente caracterizar ¢qué es?, jcuales son
suspropiedades y dimensiones?, ;cémo es?,
y ¢coémo funciona? el pensamiento variacional
desde el contexto propuesto. Por tanto, se opté
por un enfoque cualitativo, con un disefio desde
la teoria fundamentada. Es decir, construir una
teoria a partir de los datos que posibilite dar
respuesta a estos interrogantes. Siguiendo
a Morse, Bowers, et al(2009) la teoria
fundamentada es un método para estudiar
procesos y a la vez es en si un proceso.

2.1. Teoria fundamentada

Los métodos de la teoria fundamentada
surgieron de los sociélogos Barney G. Glaser
y Anselm L. Strauss en los afios 1965 y 1967,
como resultado de su colaboracion en estudios
acerca de la muerte de pacientes en hospitales

(Charmaz, 2014).

Segun Charmaz (2006) para Glaser y Strauss
los componentes que identifican y diferencian
la practica de la teoria fundamentada incluyen
como minimo: a) trabajo simultdneo en la
reuniéon y el anadlisis de datos; b) construccion
de cédigos y categorias analiticas a partir de
datos, no de hipdtesis preconcebidas deducidas
I6gicamente; c) utilizar el método de comparacion
constante, que implica hacer comparaciones
durante cada etapa del andlisis; d) avanzar en el
desarrollo de la teoria durante cada paso de la
recopilacion y analisis de datos; y e) el muestreo
se dirige a la construccién de la teoria, no a la
representatividad de una poblacién.

Glasser y Strauss (1967, 1978) especifican tres
tipos de codificacion: a) codificacion abierta,
su objetivo es desarrollar una gran cantidad de
codigos con los que se describen los datos; b)
codificacién axial, necesaria para investigar las
relaciones entre conceptos y categorias que se
han desarrollado en el proceso de codificacion
abierta; y c) codificacion selectiva, con el
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propodsito de integrar las categorias en una
categoria central o nucleo de la teoria formal.
A continuacién, se describen algunos elementos
que forman parte de la teoria fundamentada
tomados de Corbin y Strauss (2008, 2017).

Categorias, conceptos de nivel superior bajo los
cuales los analistas agrupan los conceptos de
nivel inferior segun propiedades compartidas.
Codificacién, extraccion de conceptos a partir

de datos brutos y desarrollo de los mismos en

términos de sus propiedades y dimensiones.
Conceptos, palabras que representan grupos
o clases de objetos, eventos y acciones que

de datos, el analisis de datos, la codificaciéon
y el desarrollo de la teoria hasta alcanzar la
saturaciéon teédrica. El esquema de la Figura
1, muestra el ciclo correspondiente al disefio
de investigacion como estrategia propuesta e
implementada desde la teoria fundamentada. Se
integraron y complementaron tres intervenciones
que agruparon actividades didacticas con
los participantes. Este ciclo estuvo permeado
el método de comparacion
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las propiedades que dan especificidad y rango
a los conceptos, y el método de comparacion
constante, como el proceso analitico de
comparar diferentes piezas de datos por
similitudes y diferencias.

Proceso, flujo de accién/interaccién/emociones
que ocurre en respuesta a eventos, situaciones
o problemas. Un cambio en las condiciones
estructurales puede requerir ajustes en las
actividades, interacciones y respuestas
emocionales. Las  acciones/interacciones/
emociones pueden ser estratégicas, rutinarias,
aleatorias, novedosas, automaticas o reflexivas.
El proceso tiene las propiedades: a) es de
naturaleza variable, b) hay diferentes formas
de conceptualizar el proceso, c) tiene una
rutina accion-interaccion, y d) el proceso puede
desglosarse en subprocesos.

2.2. Diseio de la investigacion

La teoria fundamentada es un proceso no lineal
muy singular. Se requiere que el investigador
circule permanentemente entre la recoleccién
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2.3. Los participantes

Un grupo de 24 estudiantes que tomaron un
curso de Teoria de Numeros en el programa
de Licenciatura que se forman para profesores
de matematicas en la Universidad Francisco
de Paula Santander en la ciudad de Cucuta
durante el | semestre académico del afio 2020
se constituyeron en los participantes. El 36% de
ellos son mujeres, el 88% de las edades de los
participantes oscilan entre 18 afos y 23 anos,
uno de los estudiantes tiene edad de 31 afos,
mientras que hay uno con 24 afos y otro con
25 afos. Todos los participantes finalizaron su
educacion secundaria en colegios publicos de la
region. El profesor que orienta el curso, ejerce a
la vez el papel de profesor investigador.

2.4. Las fuentes de recoleccion de datos
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Se disefiaron 7171 actividades didacticas que
problemas relacionados con
ecuaciones lineales diofanticas de la forma ,
como fuentes de datos. Amedida que transcurria
la investigacibn se corregian o mejoraban
cuando fuese necesario. Como evidencia se
tienen 197 documentos digitales en formato pdf
realizados por los participantes en el desarrollo
del curso.

involucran

Las actividades didacticas se caracterizaron
por los siguientes elementos que conformaron
su estructura: 1) Encabezamiento, conformado
nombre institucion, fecha, tiempo de la actividad,
indicaciones, etc.; 2) Presentacién, basada en
temas especificos relacionados con la historia
de la matematica y algunos mateméaticos
que trabajaron y dieron origen o aportaron en
la fundamentacion tedrica de las tematicas
respectivas; 3) Desarrollo de la actividad, se
inicia siempre con el planteamiento al grupo
de un problema para que cada participante lo
resuelva individualmente o intente resolverlo con
los conocimientos matematicos a su disposicion,
las demas tareas en cada actividad se orientan
siempre por una serie de cuestiones o preguntas
con la intencién de orientar a los participantes
para que sean ellos mismos, quienes elaboren y
construyan su conocimiento desde la variacién y
el cambio; y 4) Evaluacion, conformada por una
serie de problemas retadores.

2.5. El muestreo y saturacion teérica

Glasser y Strauss (1967, 1978, 2017) hacen
énfasis en que maximizar o minimizar la
diferencia entre grupos hace posible controlar
la relevancia téorica en la recoleccion de
datos. Esto se relaciona directamente con las
categorias. Por ejemplo, si en un grupo se
recogen muchos mas casos de una categoria,
podrian detectarse diferencias que no se habian
observado en la anterior recopilacion de datos.

Para el muestreo tedrico, saturacion teodrica,
analisis de datos y ciclos de codificacion, las
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actividades didacticas se organizaron en tres
grupos: a) primer grupo, relacionadas con la
resolucién de problemas utilizando el método
de la pendiente, b) la resolucion de problemas
utilizando la expansién por fracciones continuas,
y ¢) acvidades compuestas por una serie de
problemas retadores. Retadores en el sentido
que exigen al resolutor ingenio, creatividad
y nuevas estrategias desde la variacién y el
cambio para ser resueltos.

Para el muestreo tedrico que funcioné
paralelamente con los ciclos de analisis,
codificacion de datos y el método de comparacion
constante se propusieron cuatro fases: 1) En la
busqueda de conceptos y categorias iniciales,
surgen alli los primeros incidentes y se inicia
el primer ciclo de codificacion; 2) Aprender
mas sobre los datos y categorias iniciales,
se minimizan diferencias entre grupos, se
redisenan las actividades; 3) Aumento de la
teoria en profundidad, esta fase se centra en
maximizar diferencias entre grupos y a la vez
entre categorias y subcategorias. El proposito
en esta fase fué ir saturando la teoria; y 4)
Nuevas vias de muestreo, tomar datos desde
otras fuentes con la finalidad de completar
datos no saturados en las fases anteriores. En
esta ultima fase se presenta a los participantes
problemas retadores que finalmente condujeron
a la saturacién tedrica.

3. ANALISIS DE DATOS Y RESULTADOS

3.1. El proceso de recoleccién, analisis
y codificacion de datos desde la teoria
fundamentada

Ante la pregunta de investigacion, la primera
accion fue hacer claridad entre lo que son las
operaciones del pensamiento variacional y el
producto o resultado de estas operaciones
(Burton, 1984). Con este propésito se
especificaron dos elementos: a) el pensamiento
variacional como operaciones sobre elementos,
y b) los resultados o productos de las
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operaciones del pensamiento variacional. Los
elementos son los problemas que involucran
ecuaciones lineales diofanticas de la forma ax +
by = cy los resultados son las formas de solucién
dados a los problemas por los participantes y
manifestadas en forma escrita.

Siguiendo el disefio desde la teoria
fundamentada, se realizé un trabajo de ida y
vuelta permanente sobre los datos. Por tanto,
luego de realizada la primera intervencion
se inicia el proceso de analisis y codificacion
abierta, seleccionando los primeros incidentes.
Incidentes en el sentido, que son los resultados
0 acciones evidenciadas por los participantes
que descubrieron y construyeron mejores
relaciones matematicas desde la variacién y
el cambio, argumentando el porqué de ellas.
Esto por supuesto, desde el punto de vista
del profesor investigador. Desde otra lente y
otro investigador, posiblemente los incidentes
seleccionados pueden haber sido diferentes.

En el proceso de analisis y codificaciéon abierta,
se analiz6 detalladamente cada palabra,
frase, signo, simbolo, férmula, grafica, etc.,
en las actividades correspondientes al primer
grupo. Como resultado surgieron los primeros
conceptos indicadores. Se denominan conceptos
indicadores puesto que surgen y son indicadores
de los datos, pero no son los datos en si mismos.
Se continué con el proceso de recoleccion,
analisis, codificacion axial y selectiva; teniendo
siempre en mente el muestreo tedrico centrado
en la busqueda de propiedades y dimensiones
de los conceptos (no como representantes de
la poblacién) que describan la naturaleza del
pensamiento variacional desde los datos, que
finalmente condujeron a la saturacion tedrica;
entendida cuando nuevos datos no aportan
nuevas propiedades y dimensiones a las
categorias o conceptos ya construidos.
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3.2. La puesta en marcha del disefio de
investigacion

El proceso de analisis y codificacion se hizo
sobre los resultados y acciones manifestadas
por cada uno de los participantes, analizando
actividad por actividad y no pregunta a pregunta;
esto con el proposito de interpretar y dar sentido
a los datos.

Primer ciclo de codificacion y analisis. Se
empezo6 el trabajo y proceso de codificacion
abierta con la seleccion de formas y estrategias
de solucion a las cuestiones propuestas en las
actividades del primer grupo; codificadas como
A1 MCD, A2 EDL | y A3 EDL Il. El trabajo de
los participantes E1, E6, E7, E10, E15, y E19
fue seleccionado y considerado como incidentes
después de la primera intervencion.

En la actividad A2 EDL [, se propone de entrada
que los estudiantes resuelvan la ecuacion lineal
diofantica 6x + 21y = 102 en numeros enteros.
Se da un espacio de tiempo cercano a los cinco
minutos para que resuelvan esta tarea. Como se
esperaba, lamayoria de participantes empezaron
a resolver la ecuacion en el contexto de los
numeros reales. Lo primera accion realizada fue
despejar la variable , en este punto quedaron
estancados gran parte de los estudiantes;
puesto que se deben buscar soluciones en los
nuameros enteros. Por tanto, el profesor sugiere
que trabajen sobre las Cuestiones 1,2y3 y . La
intencién de estas cuestiones es que a partir de
casos particulares los estudiantes descubran,
elaboren y expresen
numeros que hacen verdadera la ecuacién. La
Figura 2 muestra la respuesta del participante
codificado como E10 A2 EDL |. La codificacion
significa: E10 estudiante 10, A2 actividad
didactica 2, y EDL |, el tema ecuaciones lineales
diofanticas I.

relaciones entre los
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Figura 1. Fevllados oparacions del peruamisnto vanscional partseipaste EI0 A EDL 1

Fusmie: Lea Avtenm

Aligual que todos los participantes, el estudiante
E10 luego de varios intentos, encuentra al
menos seis parejas de numeros enteros que
hacen verdadera la ecuacién para responder la
Cuestién 1. Como respuesta a la Cuestion 2, el
paricipante conjetura acerca de relaciones que
puede tomar independientemente cada una de
las variables x e y . Mientras que en la respuesta
ala Cuestion 3, establece una relacion acerca de
la forma como cambia cada una de las variables
x ey, y como lo deben hacer al mismo tiempo.

Entre tanto las respuestas del participante

codificado como E15 A2 EDL | se muestran
en la Figura 3. El estudiante E15 realiza un
proceso diferente, dando un tratamiento a la
ecuacion como funcién y utilizando a la vez
manipulaciones algebraicos. Despeja la variable
v, luego empieza a asignar valores a la variable
x ; asi obtiene el valor de la variable en funcion
de x. Las expsresiones escritas acerca de las
relaciones de los valores que pueden tomar las
variables coinciden en parte con las de E10,
pero E15 justifica sus afirmaciones a partir de
la pendiente de la ecuacién, debido a su forma
de trabajo.
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Las Figuras 2 y 3 muestran y coinciden con la
mayoria de los participantes y evidencian las
formas acerca de como sustituyen y combinan
numeros enteros en las variables x e y . Hacen
uso de sulenguaje natural paradescribir patrones
y nexos que deben cumplir estos numeros (lo
que varia) para ser una solucion de la ecuacion
(nuevo estado: lo que cambia). Es una manera
inicial de cdmo los estudiantes interpretan estos
nexos y surgen de alli los primeros codigos
(categorias o conceptos indicadores) a los

cuales se les denominan sustitucion variaconal
y combinacién variacional.

Como resultado del analisis en el curso de la
investigacién se utilizan cuadros para mostrar
las categorias que emergen de los datos. La
Tabla 1, muestra la descripcion, propiedad
y dimension del primer concepto indicador
denominado sustitucién variacional luego del
analisis de las Cuestiones 1, 2y 3 de la actividad
A2 EDL I.

Cuadro 1. Codigo sustitucion variacional

Caodigo Propiedad Dimensién Descripcién
Sustitucion Asignar numeros enteros | Tipos de numeros | Reemplazar las variables x e y
variacional a las variables x e¢ y que | asignados por numeros enteros positivos o

hagan verdadera la negativos.
ecuacion

Lo que varia: Numeros enteros positivos o negativos signados

Lo que cambia: Nueva solucién particular a la ecuacion.

Fuente. Los Autores

Se inicia aqui el proceso de codificaciéon axial,
donde el investigador se aleja un poco de
los datos originales para empezar a buscar
diferencias, o similitudes de los cddigos

iniciales. Empiezan a surgir categorias de orden
superior que absorben o engloban conceptos.
Para el caso, surge la categoria transformacion
variacional como se muestra en la Tabla 2.

Tabla 2. Categoria transformacion variacional

Codificacion abierta Codificacion axial

Nombre codigo Nombre categoria Propiedades Dimensiones
Sustitucion variacional .. | Sustituir, combinar | _. »
— — Transformacion . i Tipos de solucién
Combinacién variacional . parejas de numeros )
variacional particular
enteros.

Descripcion: Tipos de soluciones como resultado de las operaciones del pensamiento de sustituir

y combinar variacionalmente.

Variable: Sustituir y combinar nimeros enteros que cumplan las condiciones para las variables

xey.

Cambio: Las diferentes soluciones particulares a la ecuacién diofantica lineal.

Contexto y condiciones de intervencion: Actividad inicial presencial en el salén de clase y en

linea después. Trabajo grupal e individual.

Estrategia: Actividad didactica A2. Tema: Ecuaciones Lineales Diofanticas |

Objetivo de aprendizaje: Construir estrategias y procedimientos para hallar soluciones en
numeros enteros a ecuaciones lineales diofanticas de la forma ax + by = ¢
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Estrategias de accidn/interacciéon: Los estudiantes se proponen resolver problemas que
involucran EDL utilizando diversas estrategias inductivas desde la variacion y el cambio.

Consecuencias: cada estudiante puede generar diferentes estrategias para solucionar los
problemas, asi como diferentes formas de entender y de pensar el proceso.

Evidencia: Material impreso y digital.

Fuente. Los Autores

Las Tablas utilizadas para la codificacion axial
presentan cambios sustanciales respecto a las
tablas de codificaciéon abierta puesto que, para
trabajar las relaciones entre las categorias,
Corbin y Strauss (2017) sugieren examinar los
datos y los cédigos basados en un paradigma
de codificacion que se centra en, y relaciona
las condiciones causales, el contexto, las
condiciones de intervencion, las estrategias de
accion/interaccioén y las consecuencias.

Segundo ciclo de codificacién y analisis de
datos. El proceso de codificacion y analisis
continua. Un ejemplo, ante la pregunta: Escriba
una serie de pasos o acciones para encontrar
una solucion particular mediante el Algoritmo de
Euclides y luego hallar la solucién general a la
ecuacion lineal diofantica de la forma w ax + by
=c . Las Figuras 4 y 5 evidencian las acciones
manifestadas por el estudiante E15.

las acciones del
E15 cuando su pensamiento

La Figura 4, muestra
participante

variacional opera sobre el problema: primero
establece condiciones (a > b) , asigna letras y
signos para crear expresiones algebraicas vy
representar el Algoritmo de Euclides como un
proceso de divisiones sucesivas (representado
por igualdades: b = k; (a)+t;  ty.; =k, (t,-1) +
t, ). El participante organiza y reorganiza su
conocimiento especificando donde empieza,
que condiciones deben cumplirse y cuando
termina el proceso ( tn+1 = 0).

De igual manera organiza otro subproceso
donde utiliza los numeros enteros sy t que surgen
de la representacion del maximo comun divisor
de los numeros a y b como combinacion lineal
(mcd (a,b)= as + bt) para hallar una solucién
particular que la formaliza comox=h.m;, y =
h.m, . Previamente habia hecho las asignaciones
h = ¢ / (mcd(a,b) estableciendo la condicién
necesaria y suficiente de que el mcd(a,b) debe
dividir exactmente a ¢ y asi la ecuacion ax + by =
¢ tenga solucion en los nUmeros enteros.

] o
] i By & T d,
Figura 4 Farmireds oparpeionss dal penaamisnto vasineional E15 AT EDL FCT
Fuente Lo Asicme
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Fusnie: Lo Astorss

Las Figuras 4 y 5 evidencian la manera
como el estudiante E15 continua su proceso
asignando letras, simbolos,
expresiones algebraicas.

signos y
De esta manera
organiza y reorganiza su conocimiento, como
un procedimiento para hallar la solucién general
a ecuaciones lienale diofanticas de la forma
Del proceso de analisis tanto del
participante E15 como de sus compaferos
surgen
representar, organizar-reorganzar.

ax + by =c.

las categorias asignar, formular,

La Figura 6, por su parte, muestra la forma como
el participante E7, a partir de la expansioén por
fracciones continuas de la fraccion racional p/g
logra elaborar la féormula (pn)(q,+1) - (9,)(Pn+1)
= 1]/ como estrategia para solucionar una
ecuacion lineal diofantica de la forma px + ¢y
=] donde (p,.,q,) €s una solucion particular a
esta ecuacion y luego hallar la solucién general
a la ecuacién px + qy = ¢ . Estas respuestas
del participante aportan a las categorias de
formalizar, generalizar y probar.

i

Figunra & CTontmosson 38 ona Sommuda. desds la sxpansican pod fraccicnss ons b s
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Se aprecia como a partir del analisis desde la
variacion y el cambio el participante generaliza
un procedimiento y construye una férmula como
estrategia para solucionar primero una ecuacién
de la forma px + qy =%1 y luego solucionar la
ecuacion general px + gy =c .

Tercer ciclo de codificacién, analisis de datos,

muestreo y saturacion tedrica. El proceso de
analisis, codificacion axial y selectiva continda
y se construyen las siguientes categorias vy
subcategorias (Ver Cuadro 3) no sélo a partir
de lo que muestran las Figuras 2, 3, 4, 5, 6
sino de los datos evidenciados por los demas
participantes.

Cuadro 3. Categoria operaciones del pensamiento variacional sobre la resolucion de problemas

Descripcion: Operaciones del pensamiento variacional sobre problemas que involucran ecuaciones
lineales diofantica de la forma ax + by = ¢

Propiedades | Dimensiones | Descripcion

Transformar Sustituir y combinar numeros enteros que hagan verdadera la ecuacion
ax+by=c

Sustituir Tipos de numeros enteros asignados a las variables x e y que hagan
verdadera la ecuacion.

Combinar Tipos de condiciones sobre los niUmeros enteros a y b y las variables
x e y para que la ecuacion sea verdadera.

Formalizar Niveles de formalizar el conocimiento para organizar y reorganizar las
acciones/interacciones en la solucién a problemas que involucran EDL
de laformaax +by=c.

Asignar Tipos de letras y simbolos asignados a las variables y constantes del
problema dado.

Formular Tipos de férmulas (expresiones algebraicas) asignadas para representar
el conocimiento mediante letras, simbolos y signos.

Verificar Formas de comprobar que las soluciones halladas cumplan con la
ecuacion y el contexto del problema.

Representar | Tipos de gréficos, tablas o descripciones verbales para mostrar la
variacion y cambio en las soluciones a la EDL

Organizar- Niveles de acciones/interacciones a seguir para hallar solucién a

reorganizar problemas que involucran EDL de la forma ax +by = ¢ .

Generalizar Representar | Tipos de expresiones algebraicas para representar nexos y relaciones

derivadas de casos particulares
Tipos de Tipos de condiciones sobre los numeros enteros a,b y ¢ que permiten
soluciones hallar férmulas para determinar soluciones en un dominio especifico.
enteras

Probar Niveles de argumentos, razonamientos y explicacion para convencer de
la verdad del tipo de generalizacién

Prueba Niveles de argumentos y/o secuencias de ejemplos particulares como

empirica esquema de prueba.

Prueba Tipos de argumentos, ejemplos y explicaciones a partir de los cuales

causal se convence acerca de la verdad de las propiedades de la expansion
en fracciones continuas de fracciones racionales y las formulas para
generalizar tipos de soluciones.
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Reformular
condiciones

Extender

Tipos de variaciones sobre los numeros enteros a,b y ¢ y las variables x
x e y para que la ecuacién tenga soluciones en el dominio especifico de
los numeros enteros

Plantear
problemas

Tipos de problemas del mundo real que involucren ecuaciones lineales
diofanticas de la forma ax + by = ¢

Fuente. Los Autores

Finalmente, comoresultado de lasintervenciones
y los ciclos de codificacion y analisis de datos,
surge el nucleo de la teoria o categoria central
que se denomind el pensamiento variacional
como proceso en la resolucion de problemas. La
Figura 7 presenta un esquema de este proceso
y la densidad de relaciones de la categoria
central.
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4. CONCLUSIONES

El disefio de investigacion desde la teoria
fundamentada  posibilit6 ir comparando
y analizando constantemente los datos,
transitando desde cédigos o conceptos iniciales
a categorias tentativas desde los datos. Mientras
que, el método de comparacion constante y los
procesos parelelos de recoleccion de datos, la
codificacion abierta, axial y selectiva condujeron
a una teoria formal como resultado del muestreo
y saturacion tedrica.

Seelabordydesarrollé el constructo pensamiento
variacional como proceso en la resolucion de
problemas como nucleo o categoria central

REVISTA BOLETIN REDIPE 10
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de la teoria formal para responder la pregunta
de investigacion. La categoria central como
proceso la constituyen a su vez los subprocesos
de transformacion, formalizacion, generalizacion
y prueba variacional. A continuacién, se
especifican las caracteristicas de la teoria
emergente de los datos como proceso, siguiendo
a Corbin y Strauss (2017).

Naturaleza variable del proceso. El proceso es
caracterizado por las acciones/interacciones
entre las subcategorias transformar, formalizar,
y probar Es
variable en el sentido de que cada categoria
es el producto de operaciones del pensamiento

generalizar variacionalmente.

26-242 ABRIL 2021 ISSN 2256-153686
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variacional cuando opera sobre problemas que
involucran ecuaciones lineales diofanticas de la
forma ax + by = ¢ , ala vez el resultado de una
operacion es el insumo para la(s) siguiente(s)
categoria(s).

Ademas, cada subcategoria la conforman
operaciones del pensamiento. Por ejemplo, la
subcategoria transformar se caracteriza por
las propiedades sustituir y combinar que, a su
vez surgen como resultado de reemplazar y
combinar numeros enteros que hagan verdadera

la ecuacion.

Alli lo que varia son las operaciones del
pensamiento sustituir y combinar. Cada vez
que se hace una sustitucion y combinacion
apropiada, se obtiene una nueva solucion de la
ecuacion. Cada pareja (x,y) de numeros enteros
representa el cambio como resultado de la
variacion. Lo que varia son las operaciones de
sustituir y combinar que a su vez transforman la
dupla (x,y) en una nueva solucién, como insumo
o entrada para las siguientes operaciones del
pensamiento.

Formas de conceptualizar el proceso. La
categoria se esquematizé en términos de
la evolucién y desarrollo del pensamiento
variacional en los participantes. Las actividades
didacticas se disefian y organizan con problemas
que van desde contextos locales a problemas
retadores en una variedad de contextos.

Al inicio de la investigacion cerca del 80% de la
totalidad de las actividades didacticas estaban
disefiadas. Sin embargo, a medida que se
implementa, cada actividad es evaluada. Como
resultado de esa valoracidon cada una de las
siguientes actividades se redisefiaron cuando
fue necesario teniendo como referente el nivel
de desempenfo de los participantes, el proceso
de codificacion y el propdsito de la investigacion.

Aunque las operaciones de pensamiento
variacional muestran la secuencia: transformar —
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formalizar — generalizar — probar, este esquema
no es unico. Esto se debe posiblemente a las
formas en que cada participante interpreta,
entiende y piensa los problemas y su forma de
resolucion.

Rutina accién-interaccion. El procesonoeslineal,
al contrario, cada estudiante al enfrentarse a un
nuevo problema se ve obligado, por expresarlo
asi, permanentemente sobre las
acciones y estrategias de resolucion anteriores.
Los estudiantes adquirieron y desarrollaron la
habilidad o destreza de pensar y trabajar primero
casos particulares desde la variacion para luego
hallar soluciones generales al problema.

a volver

Elproceso y los subprocesos. Cada subcategoria
componente del proceso es en si un proceso.
Por ejemplo, la subcategoria formalizar es
un proceso de asignar, formular, representar,
verificar, organizar y reorganizar, cada uno de
ellos desde la variacién y el cambio. Ocurre lo
mismo con las demas subcategorias. Lo mismo
se puede afirmar acerca de los conceptos que
conforman las subcategorias.

Finalmente, y como resultado de la investigacion,
el pensamiento variacional desde contexto se
puede caracterizar como: un flujo permanente
de
entre procesos y subprocesos de ida y vuelta
cuando el pensamiento variacional opera sobre
la resolucion de problemas.

acciones/interacciones interrelacionadas

Una limitante, que a su vez se convierte en
fortaleza de esta caracterizacioén, radica en que
los problemas en las actividades didacticas son
problemas que involucran ecuaciones lineales
diofanticas de la forma ax + by = c¢. Por tanto, el
resultado de la caracterizacion del pensamiento
se hace cuando el participante
resuelve problemas en contextos discretos,
entiende y piensa las soluciones en contextos
discretos.

variacional
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Para los autores la teoria construida es sélo una
de las muchas interpretaciones plausibles que
pueden hacerse a partir de los datos y estan
de acuerdo con Rolfe (2006) cuando afirma
que no cree que se puedan aplicar los mismos
criterios de juicio a través de las metodologias
cualitativas, porque cada metodologia se basa
en un fundamento tedrico diferente y tiene
procedimientos distintos.

La importancia de los aportes implica que
se debe y se puede seguir avanzando en la
caracterizacion del pensamiento variacional
desde diferentes contextos a partir de la
resolucién de problemas que exijan al estudiante
creatividad, intuicion y nuevas formas de
interpretar, entender y pensar variacionalmente
sobre problemas; ademas de poner a prueba en

otros escenarios la teoria construida.
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