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RESUMEN

El presente documento pretende mostrar
similitudes y diferencias entre Modelacion
Matematica y Modelacion Estadistica en
tiempos contemporaneos, con el propdsito
de proporcionar criterios en la seleccion
de contenidos de referencia e implementar
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escenarios de aprendizaje apropiados e,
incluso, disefiar secuencia de actividades
permanentes que le permitan al estudiante
adquirir la capacidad de construir el conocimiento
cientifico. Para ello, se lleva a cabo un estudio
documental de caracter critico-interpretativo
que permiti6 avanzar en el estado del arte en
el que se destaca la gran evidencia de teorias
y aportes investigativos en todos los niveles
educativos hacia la Modelacién Matematica y
la Modelacion Estadistica. Se concluye sobre la
diversidad de concepciones entre la Modelacion
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Matematica y la Modelacion Estadistica,
partiendo de los significados de palabras como
modelo, modelado, matematizaciéon, modelaje,

modelizacion y modelacion.
PALABRAS CLAVE:

Modelo, Modelacion Matematica, Modelacion
Estadistica, Educacion.

SUMMARY

This paper aims to show similarities and
differences between Mathematical Modeling and
Statistical Modeling in contemporary times, with
the purpose of providing criteria in the selection
of reference contents and implementing
appropriate  learning and even
designing a sequence of permanent activities
that allow students to acquire the ability to build
scientific knowledge. For this purpose, a critical-
interpretative documentary study is carried out,
which allowed to advance in the state of the art,
highlighting the great evidence of theories and
research contributions at all educational levels
towards Mathematical Modeling and Statistical
Modeling. It is concluded on the diversity of
conceptions between Mathematical Modeling
and Statistical Modeling, starting from the
meanings of words such as mathematization,
model and modeling.

scenarios

KEYWORDS:
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INTRODUCCION

La inclusibn de modelos y modelacion
matematica (MM) como area de investigacion
en la ensefanza de las ciencias se produjo
inicialmente durante el decenio de 1980 (Gilbert
y Justi, 2016). Sin embargo, en la ensefanza y
aprendizaje en los diferentes niveles educativos,
la MM ha sido poco abordada (Rodgers, 2010).

Desaprovechando oportunidades que posibiliten
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la posible adaptacion de esta actividad cientifica
de tal manera, que se convierta en estrategia
didactica para abordar conceptos matematicos
en el aula de clase (Villa-Ochoa, 2007).

Para Spandaw (2011) los investigadores
matematicos, aun persisten en la creencia de
que la MM debe ir precedida de la ensenanza
de la matematica basica y del conocimiento
del contexto, limitandose solo a estudiantes
de formacion en el programa de licenciatura
en mateméaticas. De modo similar, Higueras
y Garcia (2011)
pocos investigaciones centradas en clarificar
y aumentar el conocimiento cientifico sobre
las metodologias involucradas en procesos de
modelacién en la ensefianza y aprendizaje de
las matematicas por parte de los docentes. No
siempre se presenta un marco suficientemente
claro y transparente que ayude a entender qué
practicas pedagodgicas y que discursos estan
detras de los enfoques de MM (Campbell, Oh,
Maughn, Kiriazis y Zuwallack, 2015).

Los términos modelo y modelacién en educacion
matematica son temas de interés en reuniones
cientificas como la International Conference
on the Teaching of Mathematical Modelling
and Applications (ICTMA), la
Conference in Mathematics Education (ICME),
en el International Group for the Psychology
of Mathematics Education (PME), en la Asian
Technology Conference in Mathematics y en
la Reunion Latinoamericana de Matematicas
(RELME), entre otras (Ramos-Rodriguez, 2014).
De las cuales han encontrado, dentro del marco
de ladiscusion internacional sobre MM, la falta de
una comprension homogénea de antecedentes
epistemoldgicos que permitan establecer pautas
sistematicas para un desarrollo curricular en
la educaciéon matematica (Kaiser y Sriraman,
2006). Esto puede deberse a que la MM en el
saldn de clases es loable y esto, a su vez, puede
interferir de manera negativa si los profesores al
utilizarla no tienen la formacién adecuada para
hacerlo (Gaisman, 2009).

argumentan que existen

International
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Por otro lado, la estadistica ha sido, es y sera
una herramienta imprescindible que ha hecho
aportes importantes en el desarrollo de la
humanidad. Su objetivo principal se centra en
recopilar informacién de caracter cualitativo o
cuantitativo de individuos, grupos, hechos o
fendmenos, reduciéndolos a partir del analisis
de datos para obtener respuestas a problemas
reales, ademas de hacer inferencias acerca del
comportamiento de estos fendmenos (Toapanta-
Toapanta, Pérez-Narvéaez y Lema-Yungan,
2018). Reconocer que la ensefianza aprendizaje
de la estadistica debe ser considerada como
una actividad de modelacién y no como un
conjunto de teoremas mateméticos que deducen
una serie de axiomas no es una tarea sencilla
(Batanero, 2001). La base epistemoldgica de
la estadistica ha dejado de ser un conjunto de
procedimientos, aplicados de forma mecanica,
y se ha desplazado hacia la construccion vy
evaluacion de modelos estadisticos y cientificos
(Rodgers, 2010)

En este escenario surge el concepto de
Modelacién Estadistica (ME) como un caso
particular de la MM (Del Pino y Estrella, 2012).
Se espera que esta sea implementada en
la ensefianza aprendizaje de la estadistica
proporcionando criterios para la seleccion de
contenidos de referencia, implementacion de
escenarios de aprendizaje apropiados €, incluso,
para el disefio de secuencia de actividades, o
ciclos de aprendizaje, coherentes que van mas
alla de la memorizacién, formulas o algoritmos
(Pfannkuch, Ben-Zvi y Budgett, 2018).

Se puede conjeturar que la MM constituye
un marco de referencia para el disefio e
implementacion de propuestas de aula para
la ensefianza aprendizaje de la estadistica
en estudiantes de educacion superior; por lo
anterior surge las siguientes preguntas ¢ Qué es
la ME? y ¢ Qué relacion tiene con la MM?

Para abordar dichas preguntas, el presente
documento se centrd en el estado del arte de
los constructos MM y ME, fundamentado en
una metodologia de investigacion cualitativo-
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documental de caracter critico-interpretativo que
permitieron realizar el estudio de conocimientos
de la educaciéon en tiempos contemporaneos
con el propdsito de contextualizar, clasificar y
categorizar los balances tedricos en torno a la
MMy la ME.

Desarrollo. Se abordan los constructos MMy ME
como fundamento de estudio para desarrollar
un estado del arte que permita entender la
relacion y diferencia hacia la ensefianza vy
aprendizaje de las mateméticas y la estadistica
en todos los niveles educativos. Antes de ello,
profundizaremos en un concepto base para
ambos, el de modelo matematico.

MODELO MATEMATICO

A partir de la década de 1960, surge la
necesidad de aclarar la distincion entre el sujeto
del mundo real y el sujeto del mismo mundo.
Esta observacion lleva a la definicién de modelo
como una interpretacion abstracta, simplificada
e idealizada de un objeto del mundo real, o de un
sistema de relaciones, o de un proceso evolutivo
derivado de una descripcién. Y desde una
teoria formal, un modelo es una representacion
simbdlica de ciertos aspectos de un objeto
o fendbmeno del mundo real, es decir, una
expresion o fendmeno de una férmula escrita
segun las reglas del sistema simbdlico del que
procede esta actuacion. Por lo tanto, un modelo
puede representarse en diferentes sistemas
de signos: imagenes, patrones, lenguajes o
simbolismos, inscritos en diferentes registros
de representaciones, mas o menos isomorficos
(Henry, 1997). Para Lehrer y Shauble (2010),
un modelo matematico es como una analogia
que estandariza y representa, predice y elabora
fendmenos en el mundo.

El modelo matematico se puede definir como una
ecuacion o conjunto de ecuaciones que simulan
de manera aproximada la relacién estimulo-
respuesta de un sistema de reglas semanticas
que permiten interpretar el calculo matematico
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formal y abstracto (Hartmann, 2008; Knuuittila,
2005a; Morrison, 2007). En los estandares
para la practica de las matematicas definen
el modelo como el proceso de seleccionar
y utilizar las mateméticas a través de una
simplificacion de la realidad que se expresa
en un lenguaje simbolico tomando la forma de
ecuaciones, algoritmos, relaciones graficas e
incluso parrafos (Anhalt, Staats, Cortez y Civil,
2018). Es decir, los modelos matematicos
funcionan como artefactos externos que pueden
expresarse de diferentes modos para desarrollar
el pensamiento, mientras que su construccion y
manipulacién apoyan el desempefio de varias
funciones epistémicas (Gilbert y Justi, 2016).

Un modelo matematico es un conjunto de
ecuaciones, operaciones algebraicas, graficos,
etc., que representan las interconexiones en
un sistema, y se puede trabajar a mano o con
un ordenador. Las ecuaciones estan escritas
en términos de objetos matematicos (Muthuri,
2009).
principalmente los aspectos estructurales de
los sistemas conceptuales que se describen
utilizando datos cuantitativos (y a menudo
cualitativos) y cumplen criterios especificos
(Grant, 2012); es decir, los modelos matematicos
deben ser compatibles y modificables para que
puedan ser utilizados para construir, explicar,
predecir o controlar sistemas en el contexto
(Lesh y Doerr, 2003). Un modelo matematico
tiene cuatro componentes:1) Un conjunto de
nombres para el objeto y los agentes que
interactian con él, asi como para cualquier
parte del objeto representado en el modelo.
2) Un conjunto de variables descriptivas (o
descriptores) que representan propiedades del

Los modelos matematicos articulan
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objeto. 3) Ecuaciones del modelo, describiendo
su estructura y evolucion temporal. 4) Una
interpretacion que
descriptivas con las propiedades de algun objeto
que el modelo representa (Hestenes, 1987).

relaciona las variables

Estas concepciones de modelo matematico se
construyen desde y para la matematica. Aun asi,
el modelo matematico debe ser internamente
consistente conduciendo a predicciones de
un solo valor sobre cémo se comporta la
naturaleza bajo un conjunto especifico de
circunstancias (Johnston y Aldridge, 1985).
Esta relacién entre modelo matematico y la
realidad esta en el corazén de toda ciencia
que involucra las matematicas, por lo tanto, la
forma en que se ve esta relacion tiene fuertes
implicaciones en cuanto a la percepcion de
mundo y las interpretaciones de los resultados
cientificos (Hennig, 2010). Por lo tanto, Rodgers
(2010) define dos caracteristicas de un modelo
matematico: 1) Un modelo coincide con la
realidad que describe en algunos aspectos
importantes y 2) un modelo es mas sencillo que
esa realidad.

Un ejemplo de modelo matematico es el
relacionado con la epidemia COVID-19 que se
desarroll6 en Wuhan a finales del afio 2019. La
ecuacion (figura 1) representa la poblacién total
en una regioén cerrada, la variable es el tiempo
de: casos susceptibles , casos insusceptibles
, casos expuestos (infectados pero aun no
infecciosos, en un periodo latente),
infecciosos (con capacidad infecciosa y que aun
no estan en cuarentena), casos en cuarentena
(confirmados e infectados), casos recuperados
y casos cerrados (o fallecidos); los coeficientes
representan la tasa de proteccion, la tasa de
infeccion, el tiempo medio de latencia, el tiempo
medio de cuarentena, la tasa de curacion y la
tasa de mortalidad caracterizado por un conjunto
de ecuaciones deferenciales ordinarias (Peng,
Yang, Zhang, Zhuge y Hong, 2020).

Ccasos
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Figura 1. Ejemplo de modelo matematico. Epidemia COVID-19.
Tomado de Peng, Yang, Zhang, Zhuge y Hong(2020, p. 4)

La figura 2, presenta las definiciones de modelo
matematico plateados por Villa-Ochoa (2007),
a través de algunos elementos que permiten
reflexionar sobre el proceso de modelacion
como estrategia didactica para abordar la
construccion de conceptos matematicos en el
aula de clase.

MODELO MATEMATICO

mibenput & Hein, 2004
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Figura 2.Concepto de Modelo Matematico. Fuente: (Villa-Ochoa, 2007)
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Para Hestenes (2010), los modelos matematicos
son unidades basicas de
coherentemente estructurado, a partir de las
cuales se pueden hacer inferencias légicas,
predicciones, explicaciones, planes y disefos.
Proporcionando  una
de procesos de pensamiento cientifico y
matematico a través de: 1) una representacion
de la estructura de un modelo mental y 2)
la representacion de un modelo conceptual;

conocimiento

ventana  estructural

siendo el modelo conceptual la estructura
de un sistema determinado que pueden ser
un conjunto de objetos relacionados: reales
o imaginarios, fisicos o mentales, simple o
compuesto. A menudo se identifica el modelo
con su representacion a través de una inscripcion
concreta de palabras, simbolos o figuras como
graficos, diagramas o esquemas. Por lo tanto,
los modelos cientificos y matematicos se
consideran modelos conceptuales. La figura 3,
representa la triada de elementos que definen
un modelo cientifico.

Representacidn

Modelo

Estrictura Referantes

Figura 3.Forma simbdlica de un modelo cientifico (Hestenes, 2010)

La Figura 4, muestra ejemplos de los cuatro
componentes que propone Hestenes (1987)
como modelo matematico: 1) Un conjunto
de nombres para el objeto y los agentes que
interactian con el modelo. 2) Un conjunto

propiedades del objeto. 3) Ecuaciones del
modelo, describiendo su estructura y evolucion
temporal. 4) Una interpretacion que relaciona
las variables de algun objeto que el modelo
representa.

de variables descriptivas que representan
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Figura 4. Ejemplos de modelos matematicos
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MODELACION MATEMATICA (MM)

En educacion matematica, se cuenta con los
términos modelacién matematicay modelamiento
matematico, dependiendo de la zona donde
se ftrabaja (anglosajones o latinoamericanos,
por ejemplo) (Ramos-Rodriguez, 2014). En
este documento asumiremos estos términos
como similares, resguardando las diferencias
que puedan existir de acuerdo al contexto de
uso. Para abordar la pregunta “;Qué es la
modelacién matematica?” es entonces quizas
util primero considerar las preguntas «¢Qué
es el modelaje y modelado?” El modelaje es
el arte o el proceso de construccién de una
representacion matematica de la realidad que
captura, simula o representa caracteristicas
o comportamientos de ese aspecto de la
realidad que es el modelo (Cai, y otros, 2014).
Hein (2006), define modelado como el proceso
involucrado en la elaboracion de un modelo.
Este proceso del modelaje para este autor es la
definicién del problema traducido en elementos
palpables como: objetivos (variables de decision
o control) y niveles de detalle. La MM puede
definirse como el proceso de matematizar,
interpretar y generalizar situaciones de la vida
real o sistemas complejos (Lingefjard, 2002).

Leshy Doerr (2003) definen MM como un proceso
de produccion de herramientas conceptuales
compartibles, modificables y reutilizables para
describir, predecir y controlar situaciones de la
vidad real. Para Hestenes (2010), la MM trata
de la investigaciéon de las implicaciones de las
formas de pensado en la realidad; es decir, se
requiere expresar construcciones informales
de la realidad de una manera formal y por lo
tanto cambia su percepciéon (su apariciéon en
la realidad social y personal). Barbosa (2004),
considera la MM en el aula al desarrollo de
actividades escolares que se les ofrece a los
estudiantes bajo las cuales son invitados a
actuar en funcion investigativa y los ambitos que
abarca la realidad matematica; contribuyendo el
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estudiante a desafiar la ideologia de la certeza
y poner lentes criticos a las aplicaciones de
las matematicas para adquirir la capacidad
de comprender el papel socio cultural de las
matematicas, ampliando la posibilidad de
construir y consolidar sociedades demdcratas.

La MM segun Blomhgj (2008), puede ser
entendida como una practica de ensenanza
que coloca la relacion entre el mundo real y
la matematica en el centro de la ensefianza y
el aprendizaje. Es decir, se hace referencia
a matematizar la realidad a través de un
modelo cuando determinados hechos y sus
conceptos se expresan en términos y relaciones
matematicas abstractas (Rico, 2009). Asi, la
MM proporciona a los estudiantes problema
suficientemente abiertos y complejos en los que
puedan poner en juego su conocimiento previo y
sus habilidades creativas para sugerir hipétesis
y plantear modelos que expliquen el concepto
del fenémeno en cuestion (Gaisman, 2009).

En la literatura podemos encontrar diversidad de
autores que presentan la MM como un ciclo que
requiere ciertas fases. La MM en la ensefianza
es la que cada estudiante pueda elegir un
tema de algun area de su interés, hacer una
investigacion al respecto, proponer cuestiones
y, bajo la orientacién del profesor elaborar un
modelo matematico. El proceso de MM involucra
una serie de temas como: el reconocimiento
de situaciones problema, delimitacion del
problema, familiarizacion con el tema que
va a ser modelado, hipétesis, resolucion del
problema a partir del modelo y evaluacién. Con
la aplicacién de la MM, se espera propiciar
para el alumno: integracién de las matematicas
con otras areas del conocimiento; interés por
las matematicas frente a su aplicabilidad;
mejoria de la aprehension de los conceptos
matematicos; capacidad para leer, interpretar,
formular y resolver situaciones —problemas;
estimular la creatividad en la formulacion y
resolucién de problemas; habilidad en el uso
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de la tecnologia; capacidad para actuar en
grupo; orientacion para la realizacion de la
investigacién y capacidad para la redaccién de
esa investigaciéon (Biembengut y Hein, 2004).

Un modelo ciclico de MM es propuesto por
Borromeo-Ferri (2010),
una perspectiva cognitiva a través de una
representacion real de una situacion mientras
los estudiantes leen y comprenden una tarea

quien lo define bajo

Lonerimitnies extra-matematicos (CEA) .

Models Real(

o T AT T

Erers-mscmminice (CEMD ]
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determinada; lo que significa que los individuos
validan sus resultados sobre las fases del
conocimiento extra matematico quien representa
un modelo real adecuado de la situacion dada
como conexion de los resultados con la realidad
para demostrar que la validacién puede ocurrir
no solo con la representacion mental, sino
también con la tarea estructurada. El ciclo de
MM propuesto por la autora se representa en la
figura 5.
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Figura 5. Ciclo de modelado bajo una perspectiva cognitiva. (Borromeo Ferri, 2010)

Para este trabajo se considerara uno de
los denominados didacticos o
pedagégicos”, presentado por Blum (1996) y

Kaiser (1995), que se ilustra en la Figura 6.
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Figura 6. Ciclo de Modelacién Matematica (Kaiser, 1995)
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Este ciclo de modelacion, es una herramienta
significativa para modelar en clases de
matematicas bajo un punto de vista didactico
y pedagdgico, debido a los cuatro pasos
claramente organizados (Borromeo, 2018).
Ademas, ha sido usado como herramienta para
promover las competencias de la modelacion, y
la comprension de estudiantes de secundaria,
preparatoria y universidad (Blum 2015; Maal}
2006), logrando exitosos resultados.

Con fines didacticos, Hestenes (2010) plantea
cuatro principales para desarrollar
modelacién matematica: la primera es la
construccion o desarrollo del modelo, en la
que se incorpora el disefio de un modelo
conceptual por parte del profesor a través
del uso de herramientas que le permita al
estudiante

fases

construir un modelo cientifico
complejo y coherente de cualquier situacion
real. La segunda es el analisis de modelos,
esta etapa se ocupa de extraer informacion
de un modelo, como una explicacion fisica o
una prediccion experimental, o simplemente
la respuesta a una pregunta sobre los objetos
modelados. Tercera fase es la validacion del
modelo, consiste en evaluar la idoneidad del
modelo para caracterizar el sistema o proceso
investigado. Esto puede implicar el disefio y
la realizacion de un experimento para probar
alguna prediccion del modelo. O puede implicar
la evaluacion de la coherencia del modelo con los
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resultados tedricos o los hechos experimentales
de otras partes de la comunidad cientifica. Los
estudiantes aprenden en esta fase a incluir
respuestas claras a dos preguntas: ;Qué es
un modelo y qué tal funciona? Y la cuarta
fase es el despliegue del modelo, consiste en
adaptar un modelo desarrollado en un contexto
para caracterizar sistemas o procesos a otro
contexto diferente. Esto sirve para sensibilizar
a los estudiantes al hecho de que los modelos
representan estructuras universales que pueden
adaptarse a la modelacién en un numero
esencialmente limitado de situaciones.

MODELO ESTADISTICO

Carrién (2000), desarrolla un recuento histérico
como se muestra en la figura 7, partiendo del
astronomo y naturista Adolphe Quetelet (1796-
1874), quien fue uno de los pioneros en la
revolucion estadistica (cognitiva) al elaborar
modelos estadisticos explicando aquello a lo que
se intenta dar sentido, de los cuales la media y
la distribucion normal serian los dos primeros,
utilizandolos con intenciones modelizadoras,
tratando de incluir en ese par de formulas
estadisticas la diversidad (de alturas, pesos,
etc.) que se observan en el mundo y cuantificar
las regularidades reduciéndolas a una férmula
estadistica. Sin embargo, el surgimiento de los
modelos estadisticos se puede identificar en
el planteamiento del método de estimacion de
minimos cuadrados, cuya autoria se acredita a
Gauss, en el siglo XVIII (Ojeda, 2004).
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Figura 7.Recuento histdrico de modelo estadistico

El modelo estadistico proporciona un referente y
un lenguaje comun para discutir el sistema y su
estructura, incluye tanto los objetivos como sus
relaciones; incorporando el método, la creacion
de significado y las actividades culturales que
lo rodean (Font, Godino, y D’Amore, 2007;
Hestenes, 2010; Makar y Allmond, 2018). Por
otra parte, McCullagh (2002) define modelo
estadistico como un conjunto de distribuciones
de probabilidad en el espacio de una muestra.
Sin embargo, para Del Pino y Estrella (2012)
un modelo estadistico es como una ecuacion
matematica que contiene variables que pueden
usarse para explicar las relaciones entre otras
variables,
intervalos de confianza, muestreos, espacios
de probabilidad,
etc. para inferir y validar hipotesis. Ademas,
las caracteristicas de un modelo planteadas
por Hestenes (2010) y Doerr, Delmas y Makar
(2017) incluyen: (1) simplicidad para minimizar
las relaciones superfluas o vacias al enfocarse
en aspectos del fendmeno que le importd al
modeladory disminuir el resto; (2) generalizacion,
al capturar la estructuras que se pueden utilizar;
y (3) aplicabilidad, crear un modelo como una

utilizando pruebas de hipotesis,

suposiciones, diagnésticos,
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forma util para dar sentido al mundo a través de
aplicaciones o problemas auténticos.

Otra postura sobre modelos estadisticos es
presentada por Moore (1999) quien afirma que
los modelos que usan los estadisticos en realidad
son modelos matematicos. El autor, describe el
papel de los modelos matematicos en el proceso
de analisis de datos al pasar de la visualizacion
grafica a las medidas numéricas de aspectos
especifico de los datos para compactar modelos
matematicos como un patrén general que puede
ser analizado en cuatro etapas, 1) se comienza
por graficar e interpretar los datos; 2) se buscan
patrones generales y desviaciones significativas
de esos patrones para explicar el contexto
del problema; 3) se eligen las descripciones
numeéricas apropiadas sobre la base del analisis
de los datos; 4) si el analisis de los datos es
suficientemente regular, se busca un modelo
matematico compacto para ese patrén.

Para Rodgers (2010), existen dos papeles
diferentes para los modelos estadisticos; el
primero es un marco de comparacion de modelos
basado en la aplicacion de métodos estadisticos
existentes como el Analisis de Varianza (ANOVA)
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y el Modelo de Ecuaciones Estructurales,
utilizados y aplicados por los investigadores
que estudian y desarrollan modelos utilizados y
aplicados para el analisis del comportamiento.
El segundo implica el desarrollo de modelos
matematicos que se ajusten a temas de interés
explicitos para los investigadores al estudiar
el comportamiento y a partir de ese proceso
utilizan métodos estadisticos para comparar y
evaluar estos modelos matematicos.

Dentro de este marco, la metodologia estadistica
basad en modelos, se traza a partir del
descubrimiento de la Ley de Regresion Universal
por parte de Francis Galton en su libro “Natural
inheritance” en el afio 1889, y la subsecuente
teorizacion matematica elaborada por Karl
Pearson entre 1900-1910, dando origen a los
modelos de regresion lineal. La figura 8, ilustra el
modelo de regresion lineal simple, representada

por la ecuacion . Al reemplazar los datos en la
variable independiente se realiza la grafica de
una linea recta que relaciona la estimacién de
la relacion de observaciones reales obtenidas
a partir de una muestra aleatoria de una
poblacién, y se basa en varios supuestos sobre
las caracteristicas de distribuciéon de la relacion
entre las variables y ; donde es la intercepcion
con el eje , es la pendiente y llamado “error”
es una variable aleatoria que se considera
tiene una distribucion gaussiana en forma de
campana con una media de 0 y una varianza
(Bangdiwala, 2018). Para McLean (2001), el
modelo de regresion lineal describe por ejemplo
la relacion entre las habilidades comunicativas
y el género, reconociendo el error de medicion;
es decir, el ruido de la medicién también puede
considerarse parte de un modelo probabilistico,
y su suavizado como parte de la estimacion de
ese modelo.

w
3
3

Figura 8. Modelo Regresion Lineal Simple. Fuente: (Bangdiwala, 2018)

A partir de la variedad de constructos sobre
modelo estadistico, planteada por diversos
autores; podemos observar que no se evidencia
un consenso para definirlo. Nuestra postura
al tema se acerca a lo planteado por McLean
(2001), quien concibe el aprendizaje de la
estadistica como un conjunto de técnicas para
desarrollar y evaluar modelos con el proposito de
lograr cierta comprension del funcionamiento del
universo para ganar el control del conocimiento.
Un modelo estadistico se puede definir como:
a) predictivo: es la capacidad de predecir lo
que sucedera en determinadas condiciones,

REVISTA BOLETIN REDIPE 10 (7):
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b) determinista: dice lo que sucedera bajo
determinadas circunstancias, c¢) probabilistico:
predice especificando lo que puede suceder, y
asigna una probabilidad de cada posible caso, d)
causal: proporciona la capacidad de prediccion
a través de un marco tedrico que relaciona las
variables involucradas de tal manera que, si una
0 mas variables se cambian, los resultados se
pueden predecir.

MODELACION ESTADISTICA (ME)

La Modelacion Estadistica (ME) consiste
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esencialmente  en  definir  herramientas
adecuadas para modelar datos observados,
teniendo en cuenta su caracter aleatorio y
reconociendo que el significado de ME es muy
general. Hay dos enfoques para el constructo:
primero, es la construccién del modelo por parte
del estudiante y el segundo, es usar modelos
preconstruidos con el propdsito de explorar su
comportamiento, logrando que los estudiantes
puedan consecuencias de
acciones y condiciones como la variacion de los
parametros de entrada y la observacion de las

salidas (Doerr y Pratt, 2008).

investigar las

En este sentido, Henry (1997) describe tres
etapas de ME: la primera es la observacion de
una situacién real y su descripcidon en términos
cotidianos, donde el profesor centra el contexto
de ensefianza en un contexto real a través
de un “experimento programado” para que el
estudiante adquiera la necesidad de interpretar
la pregunta planteada y adquirir la capacidad
de saber describir una situacion que provoque
un problema (por ejemplo, la evolucion de
las colas de un supermercado), saber aplicar
un protocolo experimental y recoger efectos
obtenidos, saber organizar los datos, saber leer
una estadistica ( por ejemplo, sefalando las filas
e intervalos regulares) para luego traducir esta
proceso a un modelo general con condiciones
de transferencia controladas que en didactica
se le llama “contextualizacion” del conocimiento
antiguo. La segunda etapa, es la matematizacién

REVISTA BOLETIN REDIPE 10 (7):
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o formulacién del modelo. En este proceso los
alumnos son capaces de representar el modelo
en la simbologia propia de las mateméticas.
Por dltimo, en la tercera etapa, es la capacidad
que adquiere el estudiante pueda retomar la
pregunta planteada para interpretar y razonar
sobre los resultados matematicos obtenidos
al implementar el modelo, permitiendo extraer
respuestas en relacion con las hipétesis del
modelo (por ejemplo, formular la Ley de Poisson
para el numero de llegadas de clientes en un
intervalo de tiempo); estas respuestas deben
ser interpretadas para evaluar su validez
y alcance de una situacién real (ejemplo,
decidir abrir o cerrar una caja registradora del
supermercado). Estas habilidades permiten
la formacion y aprendizaje de la estadistica
en varias disciplinas, adquiriendo un aspecto
especifico en las matematicas debido al caracter
particularmente abstracto de las herramientas
que se desean implementar.

Sobre la base de las consideraciones anteriores,
la ME es un fendmeno real o de un proceso
evolutivo en el que intervienen determinadas
cantidades de variables que el investigador
Henry (1997) esquematiza a través de la
siguiente tabla:
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Tabla 1. Esquema de Modelacién Estadistico (Henry, 1997, p. 156)

Etapa de Objetivo de la accion Actividades previstas
modelacién
Estudio de un fenémeno real. o de Descripcién simplificada de los
. elementos relevantes para el
un proceso experimental.
. problema en cuestion. Aplicacion
Realidad Por ejemplo: el numero de clientes .
de un protocolo experimental. Esta
ue ingresan en un dia a un L -
q 9 descripcion esta filtrada por una
supermercado . .
mirada tedrica
Situacion genérica,
descontextualizada y abstracta Presentacion del modelo en
términos comunes o esquemas,
ue llevan las propiedades que son s - .
q prop q validacion retérica de la analogia
objeto de estudio. Supuestos del L .
con la descripcién anterior.
Modelo modelo:

pseudo-concreto

-Implicito en general,

-Explicito para el contexto

particular

Por ejemplo: La Distribucion de

probabilidad de Poisson

Comparacion de los supuestos del
modelo con los elementos
correspondientes de la descripcion.
Conjeturas sobre las propiedades
del modelo que responden a la

pregunta.

Modelo matematico

Un conjunto de ecuaciones
matematicas o formalizaciones que
representan las propiedades del

modelo y los supuestos realizados.
Ejemplo: Universo Q = [0; n],
variable binomial N, probabilidades

y distribuciones de probabilidad

Ecuacion o formalizacion: a partir
de las leyes del fenémeno
estudiado y del conocimiento
tedrico del modelo pseudo
concreto, escritura matematica de
las relaciones identificadas entre
variables en un marco teérico

determinado.

Estudio

matematico

Propiedades del modelo
matematico derivadas de las
hipétesis y teorias matematicas
utilizado. Ejemplo: E[N] = np, las
medianas pasan por el centro del

paralelogramo.

Demostracion de resultados
tedricos internos al modelo
matematico. Enunciado formal de
una respuesta al problema

matematico planteado.
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Formulacioén concreta de
resultados obtenidos.
Recontextualizacion.

Comparacion del modelo

con la informacién acces

Se aplica la formula de

Distribuciéon de Poisson

P(x =k) = o

completado por estos resultados | Comparacion de los resultados

Confrontacion la realidad. Por ejemplo: la mediciones experimentales
modelo-realidad probabilidad de que sean correspondientes. Evaluacion
atendidos 3 clientes 0 mas en un | del margen de error y de la

supermercado en una semana. aceptabilidad del modelo.

e M uk

los

ible de numéricos o cualitativos con las

Extensiéon del modelo va

Generalizacion vy | esperados en estas

prevision situaciones. Por ejemplo:

Intervalo de confianza y
hipotesis para un porcenta;

una poblacion muestreada.

otras situaciones analogos, | un conocimiento especializado de
condiciones de generalizacion. | | sjtuacion estudiada. Ya no es

Prevision de los resultados | gsunto de los matematicos. El

del valor real de la probabilidad p.

La evaluacion de la validez y la

lidado a | generalizacion del modelo requiere

nuevas | ggpecialista relativizara las
Control | conclusiones, explicaciones y

generalizaciones del estudio
test de

matematico en
e real en

basado en las suposiciones del

modelo.

Este esquema de ME presentado por Henry
(1997) alude al proceso que llevan a cabo los
cientificos especialistas en el area donde se
enmarca el modelo construido y el estadistico
para la formalizacion del modelo, a partir de las
leyes del fendmeno estudiado y del conocimiento
tedrico del modelo pseudo-concreto.

Para Lehrer e English (2018), la ME incluye:
a) plantear preguntas estadisticas dentro de
contextos significativos resaltando la variabilidad;
b) generar, seleccionar y medir atributos que

REVISTA BOLETIN REDIPE 10 (7): 3

varian a la luz de las preguntas planteadas;
c) recolectar datos de primera mano para que
el estudiante encuentre decisiones sobre el
disefio de las investigaciones; d) representar,
estructurar e interpretar la variabilidad muestral;
y e) hacer inferencias informales de todos
estos procesos reconociendo la incertidumbre,
detectando variaciones y haciendo predicciones.

Garfield y Ben-Zvi (2008) en la figura 9,

representan los puntos comunesy las diferencias
entre el uso de dos principales procesos de
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ME: 1) Seleccionar o disefiar y utilizar modelos
apropiados para simular datos y responder a la
pregunta de investigacion. A veces, el modelo
es tan simple como un dispositivo aleatorio, a
veces toma la forma de una declaracion (como
una hipotesis nula) que se utiliza para generar
datos y determinar si el resultado de una muestra
particular es representativa, a veces se utiliza
un conjunto de datos para simular mas datos,
creando una distribucion de poblacion simulada

P 1]

para utilizarla en la elaboracion de inferencias
estadisticas. 2) Ajustar un modelo estadistico a
los datos existentes o a los datos que se han
recogido a través de estudio o experimento
para explicar y describir la variabilidad. En los
cursos avanzados, la modelaciéon de datos es
una técnica esencial utilizada para explorar
las relaciones entre multiples variables para
examinar el ajuste de un modelo a los datos
observados y las desviaciones de los datos del
modelo.
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Figura 9. Uso de los modelos en el analisis estadistico.
Fuente: (Garfield y Ben-Zvi, 2008, p. 146)

Wildy Pfannkuch (1999),enlasegundadimension
de su estudio llamado tipos de pensamiento,
definen la ME (figura 10), como la construccién
y el uso de modelos para entender y predecir el
comportamiento de aspectos del mundo a través
de la informacion de la realidad del contexto: por

REVISTA BOLETIN REDIPE 10
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ejemplo, construir datos estadisticos para tener
conocimientos y experiencia de la informacién
(“interpretar) que se retroalimenta el modelo
mental. Definiendo un modelo estadistico
como todas las concepciones estadisticas de
un problema en el contexto que influyen en la
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forma en que se recogen los datos sobre el
sistema y se analizan. Los autores, a través de
la ME representan la forma como se aprende la
estadistica partiendo de la realidad del contexto
y a medida que se avanza en una investigacion
estadistica se incorpora el conocimiento del
experto. Comprobando
idoneidad del proceso entre el modelo y la
realidad; iniciando con la recoleccién de datos
para analizarlos a partir de la representacion
de modelos estadisticos que permiten construir,
interpretar y razonar.

continuamente la

Por consiguiente, para Wild y Pfannkuch (1999)
la ME se refiere a todos las concepciones
estadisticas del problema que influye en la
forma en que se recogen los datos sobre el
sistema y se analizan. Ademas, dependiendo
del problema, el aprendizaje del estudiante y
los conceptos estadisticos, también pueden ser
parte de la forma en que pensamos acerca del
mundo y por lo tanto ser parte de la capacidad
del estudiante para representar la realidad de un
contexto a través de un modelo estadistico.
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Figura 10. Proceso de Modelacion Estadistica.
Fuente (Wild y Pfannkuch 1999, p. 230)

En consecuencia, la comunidad estadistica se
ha comprometido con el uso casi exclusivo de
los modelos de datos. Breiman (2001) afirma
que la ME se puede representar en dos culturas
(figura 11). La primera llamada Cultura de
Modelacién Algoritmica, tanto en teoria como
en practica se ha desarrollado rapidamente en
campos fuera de la estadistica; consiste en que
los datos se pueden representar por un cuadro
negro en el que un vector de variables de entrada
(variables independientes) van en un lado, y en
el otro lado salen las variables respuestas . Al
interior de la caja es compleja y desconocida, su
enfoque es encontrar una funcion , un algoritmo
que opera en para predecir la respuesta . La

REVISTA BOLETIN
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segunda cultura, el autor la denominé Cultura de
Modelacién de Datos, en el cual los estadisticos
en la investigacion aplicada la consideran como
la plantilla para el analisis estadistico frente a un
problema aplicado. Por ejemplo, que los datos
sean generados por muestras independientes de
variables de respuesta = f (variables predictoras,
ruido aleatorio, parametros). Los valores de los
parametros se estiman a partir de los datos vy el
modelo luego se utiliza para informar y predecir.
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Figura 11. Modelacion estadistica: dos culturas (Breiman 2001)

De este modo las teorias de ME estd emergiendo
como un ambiente fértil de investigacion en
educacion promoviendo el aprendizaje de
la estadistica y probabilidad, del cual los
investigadores Kazak y Pratt (2017) consideraron
los modelos de probabilidad como herramientas
para hacer inferencias estadisticas informales
y para construir conexiones conceptuales mas
sélidas entre los datos y los temas de azar en
el aprendizaje de la estadistica. Desarrollaron
un estudio de caso con una muestra de doce
futuros profesores de matematicas (6 mujeres y
6 hombres) que eran estudiantes universitarios
en su tercer afio en un programa de educacién
matematica en la Universidad de Pamukkale.
Los autores concluyeron que lograron el
cumplimiento de sus objetivos de investigacién
al proporcionar actividades de experimentacion
a través del uso de herramientas tecnolégicas
para la simulacion de los modelos en situaciones
probabilisticas, facilitando mejorar la capacidad
de razonamiento estadistico en los estudiantes.
Asi mismo, reconocen la importancia de
aumentar los procesos de modelacion en la
ensefianza y aprendizaje de la estadistica y
probabilidad en el campo universitario, donde el
profesor debe estar en capacidad de desarrollar
actividades en el aula centradas en Ila
exploracion, aplicacion, desarrollo y evaluacion;
facilitandole al estudiante el aprendizaje
mediante la experimentacion en situaciones de
contextos reales.

Para facilitar el proceso de ensefanza vy
aprendizaje de la estadistica y probabilidad
en la educacién secundaria, Dantal y Henry

REVISTA BOLETIN REDIPE 10 (7):

(1997) presentan cinco pasos de ME con el
enfoque recomendado en los nuevos curriculos
franceses:

1. Observacion de la realidad

2. Descripcion simplificada de la
realidad

3. Construcciéon de un modelo
4. Trabajo matematico con el modelo

5. Interpretacion de resultado en la
realidad

Estas cinco etapas son analizadas por Countinho
(2001) en una experiencia de ensefianza de
la actividad de modelacién de situaciones
aleatorias elementales. En el paso 1, es la
realidad observada, al diferenciar los fendmenos
del azar presentes entre una situacion aleatoria
y contingente. Una vez aceptada la aleatoriedad,
en el paso 2, se debe realizar una descripcion
simplificada que permita pasar de la realidad
observada (paso 1) a la construccion del modelo
que es el paso 3. Al comenzar la construccion del
modelo (paso 3) de nuevo se precisa una serie
de decisiones ante la problematica planteada y
obtenidas las conclusiones a partir del modelo
queda la parte mas importante que es comparar
estas conclusiones con el comportamiento real
de la situacién analizada y decidir que el modelo
matematico proporcione una buena descripcion
de la realidad (paso 4). El propdsito de construir
el modelo es obtener una mejor comprension e
interpretacion de los resultados en la realidad
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reconociendo el funcionamiento de la actividad
de investigacion y la forma en que se aprende en
la vida diaria; es decir, el conocimiento cientifico
(también obtenido de la vida diaria) se compone
de datos o hechos (la parte observable de
nuestro universo) y teorias 0 modelos que tratan
de explicar y relacionar estos hechos entre si
(paso 5).

En el campo de la ME Cobb (2007) sugiere que
la modelaciéon deberia desempefiar un papel
importante en la ensefianza de la estadistica,
afirmando que todos los métodos estadisticos
se derivan de un modelo y el propésito de
la ensenanza en fomentar el pensamiento
estadistico en los estudiantes a través de un
razonamiento explicito entre el modelo y la
realidad. Es decir, los procesos de ME cuentan
con respaldos metodoldgicos que le dan gran
variabilidad como éarea de desarrollo de la
matematica aplicada. Considerada como un
area de estudio y especializaciéon en la que
convergen los aspectos tedricos, metodolégicos
y computacionales (Ojeda, 2003). El desarrollo
de la ME permite mejorar las dificultades en
el aprendizaje de la estadistica dejando a un
lado conceptos abstractos, formulas, graficos
que no le permiten al estudiante desarrollar la
capacidad de resolucion de problemas (Tacoma,
Sosnovsky, Boon, Jeuring y Drijvers, 2018).

RELACION ENTRE LA ME Y MM

A partir del siglo XX se inicia la revoluciéon de
los procesos de modelacién en las matematicas
y la estadistica, presentandose tensiones
importantes en las definiciones de modelo
matematico y modelo estadistico. Reconociendo
que la construccién de modelos matematicos
y estadisticos fomenta la creatividad en el
estudiante. Por consiguiente, la modelacién
implica un cambio de las practicas de ensefianza
aprendizaje en las matematicas y la estadistica
en todos los niveles educativos, dejando a un
lado un conjunto de procedimientos aplicados

REVISTA BOLETIN

REDIPE 10 (7):

3

de forma mecanica; desplazandose hacia la
resolucién de problemas en el contexto para
lograr la construccion, aplicacion y evaluacion
de modelos estadisticos y cientificos (Rodgers,
2010).

Del mismo modo, para Del Pino y Estrella (2012)
un modelo estadistico se puede formalizar como
un caso particular de modelo matematico. Por
lo tanto, la probabilidad se emplea directamente
en la modelacion de la variabilidad muestral y es
la base para desarrollar la inferencia estadistica.
Asi mismo, la seleccidon de muestras al azar
establece un vinculo directo entre la estadistica
y probabilidad, proporcionando una excelente
motivacion para el desarrollo de resultados
combinatorios. Por otra parte, la estadistica
requiere una manera diferente de pensar, porque
los datos aparecen en un contexto. Algunas
caracteristicas distintivas de los modelos
estadisticos versus los modelos mateméaticos
planteados por Del Pino y Estrella (2012) son:

a) La manera en que los datos fueron
obtenidos es de maxima importancia en el
aprendizaje de la estadistica, mientras que
esto es irrelevante desde el punto de vista
matematico.

b) La incertidumbre, la variabilidad y los
errores de medicion son usualmente ignorados
en los modelos matematicos

c) Hay aspectos importantes que tienen
que ver con las percepciones mas que con la
matematica

La posicion de Del Pino y Estrella (2012) puede
contraponerse con lo propuesto por Hestenes
(2010) y Dantal y Henry (1997) quienes
materializan la ME como un ciclo similar al de
la MM, donde resaltan las fases de estas ya
expuestas anteriormente (por ejemplo, Blum
y Borromeo-Ferri, 2009). En otras palabras,
podemos entender la relacion de estos dos
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constructos desde dos ambitos, el cientifico y
el escolar. En el ambito cientifico, todo proceso
de MM puede entenderse como ME, dado que
en todo fendmeno de la vida real interviene de
alguna forma la variabilidad y la aleatoriedad.
En tal caso, los cientificos deben ser capaces
de seleccionar las variables necesarias para
modelar adecuadamente el fendmeno. Desde el
punto de vista escolar, la MM no necesariamente
presupone el usode lavariabilidad y aleatoriedad,
sino que mas, bien, segun lo plantea Del Pino y
Estrella (2012), estas son propias de la ME. En
sintesis, parece ser que en el ambito escolar se
tiende a simplificar los fenédmenos reales para
construir modelos que permitan estudiar ciertos
atributos del objeto matematico inherente a él.
En el caso que esta simplificacién no conlleve
la eliminacion de la aleatoriedad y la variabilidad
estaremos en presencia de la ME en caso
contrario nos referiremos a la MM.

Aunque la MM en la investigacion de la
ensefianzadelas matematicas ha sido destacada
en el Ultimo decenio, se han desarrollado
investigaciones educativas limitadas sobre ME;
es decir, se estan comenzando a implementar
investigaciones en
a través de la informacion de la realidad del
contexto y con las herramientas adecuadas.
Como lo afirma Lehrer e English (2018) que
incluyan: a) el planteamiento de preguntas
estadisticas dentro de contextos significativos
resaltando la variabilidad; b) generar, seleccionar
y medir atributos que varian a la luz de las
preguntas planteadas; c) recolectar datos de
primera mano para que el estudiante encuentre
decisiones sobre el disefio de la investigacion;
d) representar, interpretar la
variabilidad muestral; y e) hacer inferencias
informales de todos estos procesos.

la estadistica educativa

estructurar e

CONCLUSIONES

Hemos abordado un tema de la educacion
matematica referente a los constructos de
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Modelaciéon Matematica (MM) y Modelacion
Estadistica (ME). La distincion entre ellos nos
llevo a definir con claridad ambos conceptos.
Se observan posturas en la MM que apuntan
al desarrollo de
investigativas como herramientas didacticas
bajo una perspectiva epistemoldgica ciclica
de una representacién mental conectada con
el mundo real (matematizar) con el propésito
de construir un modelo que le permite validar
los resultados con la realidad para integrar las
matematicas con otras areas. A pesar de las
diversas perspectivas en el aprendizaje de las
matematicas, los modelos matematicos son
por lo general construcciones abstractas que
describen caracteristicas generalizadas de una
estructura o patrén, sometido a un proceso
de cuantificacion, busqueda de patrones,
interpretacién algebraica de los datos, lasideas y
las relaciones entre los conceptos matematicos.
El proceso de MM se mueve constantemente
entre el mundo real del fendmeno no explorado
y el mundo en el que se estd explorando la
representacién matematica.

Por otro lado, la ME al ser implementada en
la ensefianza y aprendizaje de la estadistica
a través de una secuencia de actividades o
ciclos de aprendizaje, permite al estudiante
adquirir la capacidad cognitiva de disefar un
modelo de representacion de una situacion
problema de la realidad a partir de técnicas de
seleccion de contenidos, recoleccion de datos,
representacion grafica, interpretacion de datos y
analisis de contenidos, sujetos a la variabilidad
con el propésito de desarrollar en el estudiante la
alfabetizacion, el razonamiento y el pensamiento
estadistico.

actividades  escolares

Algunas caracteristicas distintivas mencionadas
en el presente documento, permite llegar a la
conclusién sobre la diversidad de concepciones
entre la MMy la ME, partiendo de los significados
de palabras modelo, modelado,
matematizacion, modelaje, modelizaciéon vy
modelacién. Sin embargo, los investigadores

como
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Garfield y Chance (2000) identifican la gran
diferencia ente los modelos estadisticos y los
modelos matematicos partiendo de la forma
como son obtenidos los datos en la estadistica,
influyendo tematicas como la incertidumbre, la
variabilidad y los errores de medicién que son
usualmente ignorados o irrelevantes en los
modelos matematicos.

Acorde con McLean (2001), la ensefianza y
aprendizaje de la estadistica no son un conjunto
de reglas y recetas para el analisis de datos.
Al contrario, la estadistica y la probabilidad
fundamentadas en la modelaciéon permiten
entender y describir el mundo real. Asi lo
corrobora Ramos-Ramos (2014), al concluir
sobre la importancia de tener en cuenta el
planteamiento de MM como un proceso mediante
el cual se construye y se estudia la relacién
entre un fendbmeno y una estructura, a partir de
una situacién o problema del mundo real con la
finalidad de aproximarnos a este ultimo a través
de la comprension y resolucion de problemas.

Acorde con Blum y Borromeo-Ferri (2009),
son muy pocos los paises que implementan
la modelacion matematica (y particularmente
la estadistica), siendo una de las principales
dificultades la falta de una formacién adecuada
y continua dentro de su formacién universitaria
de pregrado y postgrado por parte de los
profesores quienes muestran nociones limitadas,
y a menudo erroneas hacia la ensefianza de la
estadistica. Las competencias de modelacion,
como lo mencionan Blum y Borromeo-Ferri
(2009), permiten preparar a los estudiantes
en el desarrollo de competencias y actitudes
apropiadas para ser ciudadanos responsables
y participes de la sociedad. Ayudandolos a
entender mejor el mundo, su comparacion
con la realidad, motivandolo en la formacién
de conceptos logrando un perfeccionamiento
progresivo en cada una de las fases de
resolucion de problemas estadisticos (Borromeo
Ferri, 2010).
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